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Abstract: An approach for  joint  direction of  arrival  (DOA)  angle
and frequency estimation for a linear array is investigated in this
paper.  Specifically,  we  make  the  utmost  of  the  autocorrelation
and cross-correlation information to propose an extended DOA-
matrix  (EDOAM)  method.  Subsequently,  we  obtain  the  auto-
paired  angle  and  frequency  estimates  by  the  eigenvalues  and
the  corresponding  eigenvectors  of  the  novel  DOA  matrix.  Fur-
thermore,  the  proposed  method  surpasses  the  DOA-matrix
method which partly  ignores the autocorrelation and cross-cor-
relation information. Finally, the proposed method works well for
both uniform and non-uniform linear arrays. The simulation con-
sequences indicate the superiority of our proposed approach.

Keywords: direction  of  arrival  (DOA),  frequency,  linear  array,
time delay, extended DOA-matrix method.

DOI: 10.23919/JSEE.2022.000086
 

1. Introduction
Array multi-parameter estimation is an essential problem
in array signal processing. Joint estimation of frequency,
Doppler  shift,  direction  of  arrival  (DOA)  and  time/time
difference of arrival (TDOA) is a standard application in
multi-parameter  estimation.  Up  to  now,  joint  angle  and
frequency  estimation  is  of  great  significance  for  various
applications  such  as  radar  and  wireless  communication
[1−5].
Over  the  decades,  DOA  estimation  has  become  a  hot

topic.  Many  high  accuracy  algorithms  have  been  pre-
sented,  which  include  multi-dimensional  multiple  signal
classification  (MUSIC)  algorithm  [6],  estimating  signal
parameters via rotational invariance techniques (ESPRIT)
algorithm  [7],  Capon  algorithm  [8],  Propagator  method

(PM)  [9],  maximum  likelihood  (ML)  method  [10],  and
DOA  matrix  (DOAM)  method  [11,12].  Among  these
methods,  the MUSIC algorithm and the ML method can
achieve  better  estimation  accuracy,  but  their  computa-
tional complexity is higher. While the ESPRIT algorithm
and the PM have elevated computational efficiency, their
estimation performance has been satisfactorily evaluated.
Since the introduction of the least-squares (LS) method

of the frequency-wave number, many conventional algo-
rithms, such as linear prediction method for azimuth-fre-
quency  joint  estimation  [1],  MUSIC  algorithm  [13−15],
ESPRIT  algorithm  [16,17],  PM  algorithm  [18],  ML
method [19] and DOAM method [20], have been applied
into the estimation of joint angle and frequency [13−31].
Moreover,  Zoltowski  et  al.  considered  the  problem  of
joint two-dimensional (2-D) DOA and frequency estima-
tion  in  radar  signal  processing  and  application  fields  [2]
while  Haardt  et  al.  discussed  joint  2-D  DOA  and  fre-
quency  estimation  in  the  field  of  mobile  communication
[3].  In  order  to  reduce  the  amount  of  algorithm calcula-
tion, Zoltowski et al. designed a novel algorithm based on
the  unitary-ESPRIT  algorithm  which  converts  the  data
matrix into a real matrix by Cayley transform [21].
In  [11],  Yin  et  al.  proposed  the  DOAM approach  for

2-D  DOA  angle  estimation  with  two  parallel  linear
arrays.  Specifically,  the  DOAM  method  structures  a
matrix through the auto-correlation matrix and the cross-
correlation  matrix,  and  then  the  2-D  DOA  angle  esti-
mates  can  then  be  calculated  by  executing  eigenvalue
decomposition (EVD) to the matrix. Since peak search is
not  required,  the  DOAM  method  has  a  lower  computa-
tional  complexity  than  the  MUSIC  algorithm.  However,
the  DOAM  method  partly  ignores  the  auto-correlation
and cross-correlation information, which internally degene-
rates the estimation precision. To tackle this problem, Dai
et  al.  proposed  an  extended  DOAM  (EDOAM)  meth-
od,  where  an  extended matrix  that  involves  all  the  auto-

 
Manuscript received February 26, 2020.
*Corresponding author.
This  work  was  supported  by  the  National  Natural  Science  Founda-

tion  of  China  (61971217;61971218;61631020),  Jiangsu  Natural  Sci-
ence  Foundation  (BK20200444),  Jiangsu  Key  Research  and  Develop-
ment  Project  (BE2020101),  and  the  Fund  of  Sonar  Technology  Key
Laboratory.
 

Journal of Systems Engineering and Electronics

Vol. 33, No. 4, August 2022, pp.887 – 895



correlation and cross-correlation information is construc-
ted [22].
In  this  paper,  we  combine  the  EDOAM method  with

linear  arrays  and  derive  an  efficient  joint  DOA and  fre-
quency estimation method. Specifically, we perform EVD
on the EDOAM. Then, the estimation of the frequency as
well as the DOA can be obtained with the resulting eigen-
values and eigenvectors. We have evaluated the angle and
frequency  estimation  performance  by  extensive  Monte
Carlo  simulations.  The  simulation  consequences  show
that  the  proposed  EDOAM  approach  exhibits  higher
angle and frequency estimation precision than the DOAM
method.
The  main  contributions  of  our  research  are  summa-

rized as follows:
(i)  To  solve  the  problem  of  joint  estimation  of  angle

and frequency, we propose an EDOAM method.
(ii)  We  adequately  utilize  auto-correlation  and  cross-

correlation  information  to  construct  the  EDOAM,  while
the DOAM method partly exploits the information.
(iii)  The  EDOAM method  has  a  better  angle  and  fre-

quency estimation performance than the DOAM method. 

2. Data model
K

dk(k = 0,1, · · · ,M−1)
mth

d0 = 0
τ θi(i = 1,2, · · · ,

K) fi(i = 1,2, · · · ,K)
ith

Suppose  there  are    uncorrelated  far-field  narrowband
sources impinging on an M-sensor linear array as shown
in Fig.  1.  We define the first  array element as the origin
array  element  and    as  the  distance
between  the    element  and  the  origin  element,  where

.  Each  element  is  connected  to  a  delay  unit  with
delay of   as shown in Fig. 2. Assume that 

 is the elevation angle and   is the car-
rier frequency of the   source.
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Fig. 1    Linear array
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Fig. 2    Signal receiving system with single delay

Remark  1　 In  this  paper,  we  assume  that  these
sources  are  uncorrelated.  If  these  sources  are  correlated,
we  can  use  spatial  smoothing  technology  to  complete
decorrelation.

mth (1,2, · · · ,M)The  received  signal  of  the    array  ele-
ment and the corresponding time delay unit [15] are

xm(t) =
K∑

i=1

exp
[
−j2πdm fi

sin θi

c

]
si(t)+ni(t), (1)

ym(t) = xm(t−τ) =
K∑

i=1

exp
[
−j2πdm fi

sin θi

c

]
si(t−τ)+ni(t−τ), (2)

c
ni(t)

where    is  the  transmission  speed  of  electromagnetic
wave,  and    is  the  array  output  noise.  Hence,  after
vectori-zation [15], we can obtain

x(t) = As(t)+ n(t), (3)

y(t) = As(t−τ)+ n(t−τ) =
AΓs(t)+ n(t−τ), (4)

x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xM(t)]T y(t) = [y1(t),y2(t), · · · ,
yM(t)]T s(t)= [s1(t), s2(t), · · · , sK(t)]T n(t) = [n1(t),n2(t), · · · ,
nM(t)]T

σ2 Γ

where  , 
,  . 
 represents the additive white Gaussian noise vec-

tor, where mean is zero and variance is  .   denotes the
steering matrix which can be given by

Γ = diag{exp(−j2π f1τ), · · · ,exp(−j2π fKτ)}. (5)

A = [a( f1, θ1),
a( f2, θ2), · · · , a( fK , θK)]
The  steering  matrix  of  the  array  is 

, where

a( fk, θk) =



1

exp
(
−j2π fkd1

sin θk

c

)
...

exp
(
−j2π fkdM−1

sin θk

c

)


,

k = 1,2, · · · ,K. (6)
 

3. Joint  angle  and  frequency  estimation  via
DOAM method

x(t) y(t)

x(t) y(t)
x(t)

According  to  the  received  data  of  the  signal  receiving
system,  we  can  derive  four  auto-correlation  and  cross-
correlation  matrices  of    and  .  However,  the  con-
ventional  DOAM method  only  uses  the  auto-correlation
matrix of   and the cross-correlation matrix of   and

 [11] defined by

Rxx = E[x(t)xH(t)] = AΨAH+σ2I, (7)
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Ryx = E[y(t)xH(t)] = AΓΨAH, (8)

Ψ = E[s(t)sH(t)]where    represents  the  covariance  matrix
of the signals.

Rxx ε1, ε2, · · · , εM

ε1 > · · · > εK > · · · > εM

σ̂2 = (εK+1+ · · ·+εM)/ (M−K)

To estimate the variance of noise, we perform EVD to
  and  obtain  the  eigenvalues  ,  where

. Hence, the noise variance can be
calculated  as  .  Therefore,
we can eliminate the impact of noise [11] as

Cxx = Rxx− σ̂2I = AΨAH. (9)

R ∈ CM×MDefine the DOA matrix   [11] as

R = RyxC+xx (10)

C+xx Cxxwhere   represents the pseudo-inverse of  .
A Ψ

K
R

Theorem 1　If   and   are nonsingular, then the sig-
nal  frequency  elements  are  equal  to  the    non-zero
unequal  eigenvalues  of  ,  and  the  corresponding  eigen-
vectors are equal to the signal direction vectors [11], i.e.,

RA = AΓ. (11)

R
Hence,  frequency  estimation  can  be  achieved  by  the
eigenvalues  of  ,  and  angle  estimation  can  be  achieved
by  the  corresponding  eigenvectors.  The  correspondence
relation realizes the auto-pair of angle and frequency. 

4. Joint  angle  and  frequency  estimation  via
EDOAM

y(t) x(t)

The conventional DOAM method underutilizes the auto-
correlation  and  cross-correlation  information  of  received
data  leading  to  the  degradation  of  the  DOA  and  fre-
quency  estimation  performance.  In  this  paper,  we  pro-
pose  an  extended  estimation  method  based  on  the  con-
ventional DOAM method, which makes the utmost use of
the information in the four auto-correlation and cross-cor-
relation  matrices.  The  auto-correlation  matrix  and  cross-
correlation matrix of   and   can be denoted [22] as

Ryy = E[y(t)yH(t)] = AΓΨΓH AH+σ2I =

AΨΓΓH AH+σ2I = AΨAH+σ2I, (12)

Rxy = E[x(t)yH(t)] = AΓHΨA = AΓ−1ΨA. (13)

R1,R2 ∈ C2M×M

According to the relation between the auto-correlation
matrix  and  the  cross-correlation  matrix,  we  define  two
novel matrices  which contain all the auto-
correlation and cross-correlation information, i.e.,

R1 =

 Cxx

Rxy

 =  AΨAH

AΓ−1ΨAH

 , (14)

R2 =

 Ryx

Cyy

 =  AΓΨAH

AΨAH

 , (15)

Cyy = AΨAH = Ryy−σ2Iwhere  .
AE ∈ C2M×KWe define a matrix   [22] as

AE =

 A

AΓ−1

 . (16)

Hence

R1 = AEΨAH, (17)

R2 = AEΓΨAH. (18)

Therefore,  similar  to  the  traditional  DOA  matrix,  an
extended DOA matrix can be defined [22] as

RE = R2R+1 =
 Ryx

Cyy

  Cxx

Rxy

+ (19)

R+1 = RH
1 (R1RH

1 )−1 R1 REwhere   is the pseudo-inverse of  . 
contains  all  the  auto-correlation  and  cross-correlation
information. [·]+  represents the pseudoinverse of a matrix
or rector.

A Ψ

Γ K
RE

Lemma 1　If   and   are nonsingular, the signal fre-
quency  elements  of    are  equal  to  the    non-zero
unequal eigenvalues of  , and the corresponding eigen-
vectors are equal to the signal direction vectors, i.e.,

RE AE = AEΓ. (20)

Proof　According to (17), we can obtain

ΨAH = (AH
E AE)−1 AH

E R1, (21)

Substitute (21) into (18),

R2 = AEΓ(AH
E AE)−1 AH

E R1. (22)

T =ΨAH

rank(AE ∈ C2M×K) = K rank(T ∈ CK×M) = K
R+1

We  define  the  matrix  .  According  to  the
properties  and  theorems  of  the  rank  of  matrices,  we  can
obtain   and  , we
define   [25] as

R+1 = TH(TTH)−1(AH
E AE)−1 AH

E =

AΨH(ΨAH AΨH)−1(AH
E AE)−1 AH

E . (23)

Therefore,

R1R+1 = AEΨAH AΨH(ΨAH AΨH)−1(AH
E AE)−1 AH

E =

AE(AH
E AE)−1 AH

E . (24)

Then according to (19), we can obtain

R2R+1 AE = AEΓ(AH
E AE)−1 AH

E R1R+1 AE =

AEΓ(AH
E AE)−1 AH

E AE = AEΓ. (25)

RE AE = AEΓThus, we have  .　　　　　　　　　   □
RETherefore,  by  implementing  EVD  on  ,  we  can
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ÂE Γ̂ AE Γ

λ1,λ2, · · · ,λK

ν1,ν2, · · · ,νK

obtain    and   which  are  the  estimates  of    and  .
Hence,  the  estimates  of  the  frequency  can  be  achieved
from the  eigenvalues  ,  then  the  correspond-
ing direction vector estimations are realized by the corre-
sponding  feature  vectors  ,  hence  the  corre-
spondence automatically realizes direction and frequency
pairing.
The frequency estimation can be obtained by

f̂k = −angle
(
λk

2πτ

)
. (26)

ÂE ÂE Â1

Â2 Â1 ∈ CM×K Mth
ÂE Â2 ∈ CM×K (M+1)th

(2M)th ÂE Â1 Â2 A
AΓ−1

On account of   and (16), we divide   into   and
, where   is composed of the first to the 

row  of  ,  and    contains  the    to
 row of  .   and   are the estimates of   and

, respectively.
Â1

kth
Then we compute the angle by  . The direction vec-

tor of the   signal is

a(θk) =
[
1,e−j2πd1 fk

sin θk
c , · · · ,e−j2πdM−1 fk

sin θk
c

]T
. (27)

Hence

uk = −angle(a(θk)) =[
0,2πd1 fk

sin θk

c
, · · · ,2πdM−1 fk

sin θk

c

]T

. (28)

kth νk ν′k ûk =

−angle(ν′k)
Normalize  the    eigenvector    to  get    and 

, then the LS can be fitted as

Pkek = ûk (29)

where 

Pk =



1 0

1 2πd1
f̂k

c
...

...

1 2πdM−1
f̂k

c


ek =

e0

e1


(30)

f̂k e1 =

sin θk

where    is  the  estimation  of  the  frequency  and 
.

ekThe LS solution of   can be obtained by

êk = (PT
1 P1)−1 PT

1 ûk. (31)

Then the estimation of angles can be achieved by

θ̂k1 = arcsin ê1, k = 1,2, · · · ,K. (32)

θ̂k2

Â2Γ̂

Furthermore, we calculate another estimate of angle 
by  . Hence, the estimation of DOA can be achieved by

θ̂k =
θ̂k1+ θ̂k2

2
. (33)

In summary, the major flow of the method proposed in
this paper can be generalized as follows:
Step 1　Compute the auto-correlation and cross-corre-

lation matrices:

R̂xx =
1
N

N∑
n=1

x(t)xH(t),

R̂yy =
1
N

N∑
n=1

y(t)yH(t),

R̂xy =
1
N

N∑
n=1

x(t)yH(t),

and

R̂yx =
1
N

N∑
n=1

y(t)xH(t).

Ĉxx ĈyyStep 2　Eliminate the noises and obtain   and  .
R1 R2

RE = R2R+1

Step  3　Define    and    by  (14)  and  (15)  respec-
tively,  and  structure  the  extended  DOA  matrix  as

.
RE

f̂k θ̂k

Step 4　Implement  EVD to   and compute the fre-
quency  estimates    and  angle  estimates    according  to
(26) and (33).

K K

K

Remark 2　 In  this  paper,  we  assume  that  the  source
number   is known. If   is unknown, we can utilize the
matrix  decomposition  method,  smoothed  rank  method,
Gerschgorin  discs  method  or  information  theory  method
to estimate   [32−35]. 

5. Discussions
 

5.1    Complexity

Rxy Ryx Rxx Ryy O
{
4M2N

}
R+1 RE O

{
5M3} O

{
4M3}

O
{
8M3}

O
{
4M2N +17M3} N

For  the  proposed  method,  the  complexity  for  each  itera-
tion  in  ,  ,  ,  and  ,  costs    in  total.
The complexity of   and   costs   and  ,
respectively.  The  complexity  of  the  EVD  is  .
Therefore,  the  complexity  of  the  proposed  method  is

, where   is the number of snapshots. 

5.2    Cramer-Rao bound (CRB)

In  this  subsection,  we  derive  the  CRB  of  the  angle  and
frequency estimation for the received system. We define
the data model of the system as

z(t)=
 x(t)

y(t)

=  A
AΓ

 s(t)+
 n(t)

n(t−τ)

 = ADs(t)+N(t) (34)

where
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AD =

 A
AΓ

 ,
N(t) =

 n(t)
n(t−τ)

 .
z(t)Hence the variance matrix of   is

Rzz = E[z(t)zH(t)]. (35)

The signal covariance matrix can be computed as

Ψ =
ssH

N
. (36)

η = [θ1, θ2, · · · ,
θK , f1, f2, · · · , fK]T

We define  the  matrix  parameter  vector 
.

Then  we  can  denote  the  Fisher  information  matrix
(FIM) [36] as

FIM = N
(
∂ p̄
∂η

)H

(PT⊗ P)−1 ∂ p̄
∂η

(37)

where

P = ADΨAH
D+ I, (38)

p̄= vec(P) = (A∗D⊙ AD)τ+vec(I), (39)

∂ p̄
∂η
=

[
∂ p̄
∂θ1
,
∂ p̄
∂θ2
, . . . ,

∂ p̄
∂θK
,
∂ p̄
∂ f1
,
∂ p̄
∂ f2
, . . . ,

∂ p̄
∂ fK

]
. (40)

Hence, by utilizing (36), we can compute

∂ p̄
∂η
= [As1Π , As2Π] (41)

where

As1 = (D∗1⊙ AD+ A∗D⊙ D1), (42)

As2 = (D∗2⊙ AD+ A∗D⊙ D2), (43)

D1 =

[
∂ā(θ1, f1)
∂θ1

,
∂ā(θ2, f2)
∂θ2

, · · · , ∂ā(θK , fK)
∂θK

]
, (44)

D2 =

[
∂ā(θ1, f1)
∂ f1

,
∂ā(θ2, f2)
∂ f2

, · · · , ∂ā(θK , fK)
∂ fK

]
. (45)

Π = diag(τ). (46)

By letting

F = (PT⊗ P)−
1
2 Ad R0 (47)

Ad = [Ad1, Ad2],R0 = diag(Rzz,Rzz)where  ,  CRB  can  be
obtained as

CRB =
1
N

(FHF)−1. (48)
 

5.3    Uniform linear arrays

d
A

In this subsection, we discuss the estimation performance
of  the  proposed  method  for  uniform linear  arrays.  Other
things being equal, we define inter-element spacing as  .
Hence,   can be reformulated into

A′ =



1 1 · · · 1

e−j2π f1d sin θ1
c e−j2π f2d sin θ2

c · · · e−j2π fK d sin θK
c

...
...

. . .
...

e−j2π f1(M−1)d sin θ1
c e−j2π f2(M−1)d sin θ2

c · · · e−j2π fK (M−1)d sin θK
c


. (49)

A A′Replacing  the  matrix    with    in  (3)−(25),  we  can
obtain the frequency estimation (26).
For a uniform linear array, (27), (28), and (30) can be

rewritten as

a(θk) =
[
1,e−j2πd fk

sin θk
c , · · · ,e−j2π(M−1)d fk

sin θk
c

]T
, (50)

uk = −angle(a(θk)) =[
0,2πd fk

sin θk

c
, · · · ,2π(M−1)d fk

sin θk

c

]T

, (51)



Pk =



1 0

1 2πd
f̂k

c
...

...

1 2π(M−1)d
f̂k

c


ek =

e0

e1

 ,
(52)

f̂k

e1 = sin θk

where    is  the  estimation  of  the  frequency  and
. 

5.4    Advantages

The proposed method has the following advantages:
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(i) The parameter estimation performance of the propo-
sed method is superior to the conventional DOAM method.
(ii) The proposed method adequately utilizes the auto-

correlation and cross-correlation information to construct
the extended DOA matrix, while the conventional DOAM
method partly exploits the information.
(iii)  The proposed method suits  both non-uniform and

uniform arrays. 

6. Simulation results

K = 3
θ1 = 10◦ θ2 = 20◦

θ3 = 30◦ f1 = 6 MHz f2 = 8 MHz f3 =10 MHz
K M N

c = 3×108 m/s
τ = 40 ns

We consider the signal receiving system with single delay
and  suppose    sources  impinge  on  the  linear  array.
These  sources  located  at  angles  ,  ,  and

, with  ,  , and  .
,  , and   are the number of sources, array elements,

and snapshots, respectively. In the following simulations,
  is  the  signal  propagation  velocity.  The

delay of system is  . We assess the angle and fre-
quency  estimation  performance  of  the  proposed  method
by the root mean square error (RMSE) as

RMSE =
1
K

K∑
k=1

√√
1

1 000

1 000∑
i=1

(θ̂k,i− θk)
2
, (53)

RMSE =
1
K

K∑
k=1

√√
1

1 000

1 000∑
i=1

( f̂k,i− fk)
2
, (54)

θk fk

kth θ̂k,i f̂k,i θk fk

ith

I = 1 000

where   and   are the accurate DOA and frequency of
the   source.   and   are the estimates of   and 
in  the   Monte  Carlo  simulation.  In  this  paper,  we  set
the  total  times  of  the  Monte  Carlo  simulation  trials  as

.

d = 12 m

Fig.  3  shows  the  estimation  consequences  of  our  pro-
posed method for a uniform linear array while the distance
between any two adjacent  array elements  is  .  It
depicts that our proposed method can accurately achieve
joint  estimation  of  DOA  and  frequency  for  uniform  li-
near array.
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Fig. 3    Angle and frequency scatter with uniform linear array

M = 12 K = 3 N =500

Fig. 4 and Fig. 5 present the RMSE comparison of our
proposed method and some other method for uniform li-
near  array,  where  ,  ,  and  .  We find
the proposed algorithm can also work well in the case of
uniform linear arrays. Furthermore, the proposed method
is  more  accurate  than  the  conventional  DOAM  method
[20] and the PM algorithm [18]. From Fig. 4 and Fig. 5, it
is  shown  that  IM-ESPRIT  performs  slightly  better  than
our proposed method.
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Fig. 4    RMSE of angle estimation with different SNRs for uniform
linear array
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Fig. 5    RMSE of frequency estimation with different SNRs for uni-
form linear array
 

N SNR = 10 dB
M = 12 K = 3

N

Fig. 6 and Fig. 7 show the DOA and frequency estima-
tion  precision  of  the  proposed  method  under  different
snapshots   for uniform linear array, where  ,

,  and  .  Fig.  6  and  Fig.  7  indicate  that  the
estimation  accuracy  of  both  angle  and  frequency  impro-
ves  as  the  number  of  snapshots    increasing.  Further-
more, these reconfirm that the proposed method has high-
er angle and frequency estimation precision than the con-
ventional DOAM method [20] and the PM algorithm [18].
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SNR = 10 dB N = 500 M = 12 K = 3

d = {0 9.6 16.8 30 45.6 54 60 73.2 84 99.6
117 60 73.2 8499.6 117 140.4}

N = 500 M = 12 K = 3

Fig.  8  presents  the  estimation  results  of  our  proposed
method  for  a  non-uniform  linear  array,  where

,  ,  ,  . Fig.  8  is  a  non-
uniform  array  design  example  where  the  elements
positions  are 

.  Fig.  8  explicitly  shows
that  our  proposed  method  can  accurately  achieve  joint
estimation  of  DOA  and  frequency.  Fig.  9  and  Fig.  10
depict  the  angle  and  frequency  estimation  performance
comparison  of  the  proposed  method  and  the  traditional
DOAM  method  [20]  for  a  non-uniform  linear  array,
where  ,  ,  and  .  Fig.  4  and  Fig.  5
show clearly  that  our  proposed  method has  higher  angle
and  frequency  estimation  precision  compared  to
the  conventional  method  since  the  conventional  DOAM
method  [20]  partly  ignores  the  information  of  the  auto-
correlation  and  the  cross-correlation  matrices  while  the
proposed method gets the utmost out of the information.
IM-ESPRIT fails  to  work  in  a  non-uniform linear  array,
and  then  we  have  not  shown  IM-ESPRIT  in  Fig.  8  and
Fig. 12. 
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Fig. 8    Angle and frequency scatter with non-uniform linear array
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Fig. 9    RMSE of angle estimation with different SNRs for non-uni-
form linear array
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Fig.  10      RMSE  of  frequency  estimation  with  different  SNRs  for
non-uniform linear array
 

N
SNR = 10 dB M = 12 K = 3

Fig.  11 and Fig.  12  illustrate  the  DOA and  frequency
estimation accuracy of the proposed method under differ-
ent  snapshots    for  a  non-uniform  linear  array,  where
signal-to-noise ratio  ,  , and  . It
can be observed that  the estimation performance of  both
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Fig. 6    RMSE of angle estimation with different snapshots for uni-
form linear array
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Fig. 7    RMSE of frequency estimation with different snapshots for
uniform linear array
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angle and frequency improves with the increase of snap-
shots N.  Furthermore,  these  reconfirm  that  the  proposed
method  is  more  precise  than  the  conventional  DOAM
method [20] with all the snapshots.
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Fig. 11    RMSE of angle estimation with different snapshots for non-
uniform linear arrays
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Fig.  12      RMSE  of  frequency  estimation  with  different  snapshots
for non-uniform linear arrays
  

7. Conclusions
In this paper, we propose the EDOAM method to jointly
estimating the angle and frequency. The proposed method
constructs  EDOAM  which  makes  the  best  of  all  cross-
correlation  and  autocorrelation  information,  while  the
conventional  DOA-Matrix  method  ignores  part  of  the
information. We can obtain the auto-paired frequency and
angle estimates by the eigenvalues and the corresponding
eigenvectors  of  the  EDOAM.  The  emulation  consequ-
ences  demonstrate  that  the  proposed  method  estimation
precision  outperforms  the  conventional  DOA-Matrix
method.
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