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Abstract: This  paper  studies  the  fixed-time  output-feedback
control  for  a  class of  linear  systems subject  to  matched uncer-
tainties.  To  estimate  the  uncertainties  and  system  states,  we
design a composite observer which consists of a high-order sliding
mode observer and a Luenberger observer. Then, a robust out-
put-feedback  controller  with  fixed-time  convergence  guarantee
is  constructed.  Rigorous  theoretical  proof  shows  that  with  the
proposed controller,  the  system states  can converge to  zero  in
fixed-time  free  of  the  initial  conditions.  Finally,  simulation  com-
parison with existing algorithms is given. Simulation results verify
the effectiveness of the proposed controller in terms of its fixed-
time convergence and perfect disturbance rejection.
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1. Introduction
Uncertainties  always  exist  in  practical  systems  owing  to
the  existence  of  disturbances,  unknown  parameters,  un-
modelled dynamics, etc [1−4]. Hence, the control of sys-
tems  with  uncertainties  has  attracted  much  attention  in
recent  years.  Discontinuous  control  techniques  such  as
sliding  mode  control  (SMC)  have  been  widely  used  to
handle bounded and matched uncertainties [5]. However,
these algorithms suffer from serious chattering. Although
the chattering problem can be reduced to some extent by
high-order SMC, it still exists for the discontinuous con-
trol  input [6−8].  Moreover,  in many practical  systems, it
is difficult to measure all the state signals [9,10]. If only
partial state signals are available, one need to design out-
put-feedback controller which is not an easy work.

Finite-time  exact  observer  has  been  widely  used  to
solve  the  above  problem  [11,12].  Output-feedback  con-
trollers  can  be  constructed  by  estimating  the  system un-
certainties  and  states  with  the  finite-time  observer  and
compensating  system  uncertainties  with  the  estimated
values.  In  [13],  to  improve  the  observation  accuracy,  a
hierarchical high-order sliding mode observer (HOSMO)
was developed by modifying the hierarchical super-twist-
ing  observer  proposed  in  [11].  Then,  based  on  the  pro-
posed hierarchical  HOSMO, an output-feedback control-
ler was finally designed. It  is  noted that the output-feed-
back [14,15], by combining the HOSMO with finite-time
control, continuous finite-time output-feedback controllers
were designed to achieve finite-time output regulation.
Note that the conventional asymptotic control has infi-

nite  convergence  time.  In  the  past  decades,  finite-time
control has been widely investigated for its better precision
and faster convergence speed than the asymptotic control.
However, the convergence time of the finite-time control
as well as the asymptotic control is dependent of the sys-
tem  initial  conditions  [16,17].  In  [18,19]  the  fixed-time
stability  concept  was  proposed  to  overcome  this  draw-
back.  While  retaining  the  advantages  of  finite  time  con-
trol,  fixed-time  control  also  has  the  advantage  that  the
settling time does not depend on the system initial condi-
tions.  For  the  remarkable  advantages  of  fixed-time  con-
trol,  many  interesting  results  have  been  reported  recent-
ly  [20−23].  In  [24],  a  novel  fixed-time  continuous  con-
troller was designed for an arbitrary dimension integrators
by full-state feedback. Later, a continuous fixed-time out-
put feedback controller was proposed in [25] for second-
order integrators. It can be clearly observed that the algo-
rithms  in  [24,25]  are  only  designed  for  systems  without
considering any uncertainties. To handle matched system
uncertainties,  some  results  about  fixed-time  SMC  have
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been  developed  recently  [26−28].  However,  as  has  been
mentioned  previously  that  these  algorithms  suffer  from
serious  chattering,  which  will  prevents  their  application.
Furthermore, all these algorithms in [26−28] are designed
by  full-state  feedback.  Hence,  how  to  design  a  robust
controller by using fixed-time output-feedback for uncer-
tain systems is the main motivation of this paper.
In  this  paper,  the  above  problem  will  be  solved.  The

contributions  are  mainly  two  folds:  (i)  The  first  fold  is
that a new composite fixed-time observer consisting of a
HOSMO  and  a  Luenberger  observer  (LO)  is  presented.
Compared with the existing finite-time observer [11−15]
whose settling time is dependent on the initial error con-
ditions,  our  proposed  composite  observer  can  achieve
fixed-time  observation  with  settling  time  independent  of
the  initial  error  conditions.  When  compared  with  the
existing fixed-time observer [29−31], the fixed-time exact
observation  of  the  system  states  as  well  as  the  system
uncertainties  is  achieved  for  the  first  time.  (ii)  By  using
an exact uncertainty compensation method, a robust out-
put-feedback  controller  with  fixed-time  convergence
guarantee  is  constructed.  Compared  with  [26−28]  where
the  full-state  information  is  required  and  the  chattering
problem exists, the proposed continuous controller has no
chattering  problem.  Moreover,  with  the  proposed  con-
troller, the system states can converge to zero in a fixed-
time free of the system initial conditions.

|x| = |x|αsign(x) ∀α > 0, x ∈ R
∥x∥ =

√
xT x

(x ∈ Rn) ∥X∥ =
√
λmax(XT X) (X ∈ Rn×n) λmax(·)

xT

XT x X
X−1 X

The  structure  of  the  paper  is  as  follows:  The  problem
statement  is  given  in  the  Section  2.  Controller  design  is
presented in Section 3. The last two sections are the simu-
lation  and  conclusion,  respectively.  In  the  rest  of  the
paper,  we  denote   for   .  The
vector norm and matrix norm are chosen as 

 and  , where 
denotes the maximum eigenvalue of  a  square matrix. 
and   are the transposes of vector   and matrix  , res-
pectively.   is used to denote the inverse of matrix  . 

2. Problem formulation
The system considered here is described as ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)+ψ(t, x)

y(t) = Cx(t)
(1)

u(t) ∈ R y(t) ∈ R
x(t) = [x1(t), x2(t), · · · , xn(t)]T ∈ Rn

A ∈ Rn×n,B ∈ Rn×1 C ∈ R1×n

ψ(t, x) : R+×Rn→ Rn

where   and   is the control input and system
output,  respectively; 
is  the  system  state;   and    are
known matrices;   is unknown func-
tion.

ψ(t, x)
φmax

Assumption 1　  satisfies the matched condition,
i.e.,  there  exists  a  known  constant    such  that

ψ(t, x) = Bφ(t, x) |φ̇(t, x)| ⩽ φmax

(A,B)
 with   .  Moreover,  the pair

 is controllable.

y
φ(t, x) n

Assumption  2　 (Strongly  observable  of  system  (1))
For  system  (1),  the  relative  degree  of    with  respect  to

 is  .
Remark 1　For the control of uncertain linear systems,

the matched condition in Assumption 1 is very common.
Assumption  2  is  also  a  necessary  assumption  for  finite-
time  exact  observation  of  the  systems  with  unknown
inputs (see, e.g., [11,12]).
The objective of this paper is to construct a robust con-

troller  for  system  (1)  by  output-feedback  such  that  the
system  state  can  be  driven  to  zero  in  a  fixed-time  inde-
pendent of system initial conditions. 

2.1    Global finite-time and fixed-time stability

To  achieve  the  control  goal,  some  definitions  about  the
finite-time and fixed-time stability are introduced firstly.
Definition 1[32]　Consider the following system: ẋ = f (t, x)

x(0) = x0

(2)

x ∈ Rn f : R+×Rn→ Rn

T (x0) T : Rn→ R⩾0

x(t, x0) ≡ 0 ∀t ⩾ T (x0)

where  and   is a nonlinear function
that can be discontinuoused. The solutions of system (2)
are understood in the Filippov sense [33]. If there exists a
time  , where   is the settling-time func-
tion,  such  that  any  solution  of  system  (2)  satisfies

 for  , then we say that the origin of
system (2) is globally finite-time stable (GFTS).

Tmax

δ > 0
∥x(t, x0)∥ ⩽ δ ∀t ⩾ Tmax

δ = 0

Definition 2[34]　If there exists a time   independent
of the system initial values and   such that any solution
of the system (2) satisfies   for  , we
say that system (2) is globally practically fixed-time stable
(GPFxTS). If  , then we say that the origin of system
(2) is globally fixed-time stable (GFxTS). 

2.2    Homogeneity

The  following  definition  of  homogeneity  is  also  intro-
duced.

ri > 0(i = 1,2, · · · ,n) λ > 0
Λr(λ) = diag(λr1 ,λr2 , · · · ,λrn )

r = [r1,r2, · · · ,rn]T

Definition 3　For any   and  ,
define the dilation matrix   and
the vector of weights  .

g : Rn→ R d ∈ R
x ∈ Rn g(Λr(λ)x) = λdg(x)

g
d

(i) For a function  , if there exists   such
that for any  , the relation   holds,
then the function   is called r-homogeneous with homo-
geneity degree  .

f : Rn→ Rn

d ⩾ −min{r1,r2, · · · ,rn} x ∈ Rn

f (Λr(λ)x) = λdΛr(λ) f (x) f
d

(ii)  For  a  vector  ,  if  there  exists
 such that for any  , the rela-

tion   holds,  then  the  vector   is
called r-homogeneous with homogeneity degree  . 
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3. Robust fixed-time output feedback control
In  this  section,  to  estimate  the  system  uncertainty  and
state, a composite observer consisting of a HOSMO and a
LO  is  constructed.  Then,  based  on  the  proposed  fixed-
time  observer,  a  continuous  fixed-time  output-feedback
controller  is  developed.  Finally,  the  main  result  is  sum-
marized. 

3.1    Observer design

The composite observer is designed as follows:
(i) LO design
Firstly, we construct the following LO:

˙̃x(t) = Ax̃(t)+Bu(t)+ L(y(t)−Cx̃(t)) (3)

x̃(t) = [x̃1(t), x̃2(t), · · · , x̃n(t)]T e(t) = x(t)−
x̃(t)
where  .  Define 

. We can get the following error system:

ė(t) = Ãe(t)+Bφ(t, x) (4)

Ã = A− LC
ey(t) = y(t)−Cx̂(t) = Ce(t)

ey(t)

where    is  Hurwitz.  For  the  error  system (4),
we  define  the  output  signal  .
Then, the error system (4) with   as the output can be
rewritten as ė(t) = Ãe(t)+Bφ(t, x)

ey(t) = Ce(t)
. (5)

For  system  (5),  the  following  proposition  can  be
obtained.

Ã
Proposition 1　For system (1) under Assumption 2, if

the LO is designed as (3) with   being Hurwitz, then the
error system (5) is strongly observable.
Proof　 Note  that  the  relative  degree  Assumption  2

implies that CAiB = 0, i = 0,1, · · · ,n−2
CAn−1B , 0

. (6)

CB = 0By using  , it can be verified that

CÃiB = CÃi−1(A− LC)B =

CÃi−1 AB−CÃi−1LCB = CÃi−1 AB. (7)

CAB = 0By using  , (7) can be further simplified as

CÃiB = CÃi−1 AB = CÃi−2(A− LC)AB =

CÃi−2 A2B−CÃi−2LCAB = CÃi−2 A2B. (8)

CAi B = 0(i = 0,1, · · · ,
n−2)

Following the same line of the calculation of (7)−(8), it
can  be  finally  calculated  by  using 

 that

CÃiB = CAi B. (9)

It follows from (6) and (9) that

CÃiB = CAiB = 0, i = 0,1, · · · ,n−2

CÃn−1B = CAn−1B , 0
(10)

ey(t)
φ(t, x)

which means that the relative degree of   with respect
to  the  uncertainty   is  n .  Hence,  the  proof  is  com-
pleted.  □
(ii) Design of HOSMO

φ(t, x) = 0
e(t)

φ(t, x) e(t)

It  is  obvious  that  when  ,  the  observation
error   will converge to zero asymptotically. However,
for the existence of uncertainty  , the error   can
only asymptotically converge to a bounded region. More-
over,  our  purpose  is  to  develop  a  fixed-time  observer,
which cannot be achieved by the LO (3). In the following,
a HOSMO will be constructed to solve this problem.

ē(t) = [ē1, ē2, · · · , ēn]T =Φe(t)
Under Proposition 1,  we can always find a  coordinate

transformation   with

Φ =


0 0 · · · 0 1
0 0 · · · 1 α1

...
...
. . .

...
...

1 α1 · · · αn−2 αn−1




CÃn−1

CÃn−2

...
CÃ0

 (11)

such that the error system (5) can be transformed as ˙̄e(t) = Āē(t)+ B̄φ(t, x)
ēy(t) = C̄ē(t)

(12)

Ā, B̄, C̄where the matrices   are defined as

Ā =ΦÃΦ−1 =

[
−[α1,α2, · · · ,αn−1]T In−1

−αn 01×(n−1)

]
,

B̄ =ΦB = [0, · · · ,0, C̄ Ãn−1B]T,

C̄ = CΦ−1 = [1,0, · · · ,0],

α1,α2,· · ·,αn det(sI− Ã) = sn+

α1sn−1+ · · ·+αn−1 s+αn

and    are  coefficients  of 
.

Then, the following HOSMO can be designed:

ż1 = v0− k1(1− θ(t))|z̃1|
n+1+α

n+1 −α1ēy(t)

v0 = −κ1Γ
1

n+1 θ(t)|z̃1|
n

n+1 + z2

żi = vi−1− ki(1− θ(t))|z̃1|
n+1+αi

n+1 −αiēy(t)

vi−1 = −κiΓ
1

n+2−i θ(t)|zi− vi−2|
n−i+1
n−i+2 + zi+1

żn+1 = −κn+1Γθ(t)sign(zn+1− vn−1)− kn+1(1− θ(t))|z̃1|
1+α

(13)

i = 2,3, · · · ,n z(t) = [z1,z2, · · · ,zn+1]T z̃1 = z1− ē1

θ(t) =
1
2

(1+sign(t−Tu)) Tu > 0

Γ,α > 0 {κi,ki}n+1
i=1

where  ,  ,  ,

 with   ,  and the parameters
 and   will be given later.
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(iii) Estimation of system state and uncertainty
Based  on  the  proposed  observer  consisting  of  (3)  and

(13), the estimation of the system uncertainty and state is
given as

x̂ = x̃(t)+Φ−1[z1,z2, · · · ,zn]T

φ̂ =
(
(C̄ Ãn−1B)

T
(C̄ Ãn−1B)

)−1
(C̄ Ãn−1B)Tzn+1

(14)

x̃(t) z1,z2, · · · ,zn+1

Φ

where   is defined in (3);   are the states of
HOSMO defined in (13);   is the coordinate transforma-
tion matrix defined in (11). 

3.2    Controller design

With the following coordinate transformation:

S =Ψx = [s1, s2, · · · , sn]T,

Ψ = [An−1B, An−2B, · · · , AB,B]−1,

we can obtain the following transformed system:

ṡ1 = s2

...

ṡn−1 = sn

ṡn = u+φ(t, x)+
n∑

i=1

aisi

(15)

aiwhere   is determined by the coordinate transformation.
x̃ S =Ψx

x̂
Note that   is unmeasurable. Therefore,   is also

not available. With the help of the estimation   defined in
(14), we defineŜ =Ψ x̂ = [ŝ1, ŝ2, · · · , ŝn]T

Ψ = [An−1B, An−2B, · · · , AB,B]−1 . (16)

Then, the output-feedback controller can be designed as

u = −
n∑

i=1

h̄i|ŝi|ρi sign(ŝi)−

n∑
i=1

¯̄hi|ŝi|ρ̄i sign(ŝi)− φ̂−
n∑

i=1

ai ŝi

(17)

ŝi(i = 1,2, · · · ,n) x̂, φ̂{
h̄i, ¯̄hi,ρi, ρ̄i

}n
i=1

where    is  defined  in  (16)  with 
defined in (14), and  will be given later.
 

3.3    Main results

Following  the  design  process  of  Subsection  3.1  to
Subsection  3.2,  we  can  finally  construct  an  observer-
based output feedback controller whose controller design
block  diagram  is  given  in Fig.  1.  In  this  subsection,  the
stability analysis of the closed-loop system is given in the
following theorem which is the main result of this paper.
 

Controller Plant

HOSMO LO

u

x̂

x̂
φ̂

φ̂

y

y

y
x~

Fig. 1    Controller design block diagram
 
Theorem 1　Consider system (1) under Assumption 1

and Assumption 2. The observer is designed as (3)−(13),
and  the  controller  is  designed  as  (17).  Then,  the  closed-
loop system is GFxTS if

L A− LC(i) For (3), we select   such that   is Hurwitz;
Γ Γ ⩾ ∥CÃn−1B∥φmax

{κi}n+1
i=1 {ki}n+1

i=1 sn+1+

k1sn+ · · ·+ kns+ kn+1 α > 0

(ii) For (13), we select   such that  ,
  in  accordance  with  [6],    such  that 

  is  Hurwitz  and    being  small
enough; {

h̄i, ¯̄hi

}n
i=1

sn+ h̄nsn−1+ · · ·+ h̄2s+ h̄1 sn+ ¯̄hnsn−1+ · · ·+ ¯̄h2s+
¯̄h1 {ρi, ρ̄i}ni=1

(iii)  For  (17),  we  select  the  parameters  such
that   and  
 are Hurwitz,   according to

ρi−1 =
ρiρi+1

2ρi+1−ρi

ρ̄i−1 =
ρ̄iρ̄i+1

2ρ̄i+1− ρ̄i

, i = 2,3, · · · ,n (18)

ρn+1 = ρ̄n+1 = 1, ρn = ρ0 ∈ (1−ε,1) ρ̄n = ρ̄0 ∈
(1,1+ε) ε > 0
where   and  

 with   being sufficiently small.

z̃i = zi− ēi i = 1,2, · · · ,n z̃n+1 =

zn+1− C̄ Ãn−1Bφ(t, x)

Proof　For the HOSMO (13), we define the observation
error  variables   for    and  

.  Then,  with  (12)  and  (13),  one  can
get the following error system:

˙̃z1 = −κ1Γ
1

n+1 θ(t)| z̃1 |
n

n+1 − k1(1− θ(t))| z̃1 |
n+1+α

n+1 + z̃2

˙̃zi = −κiΓ
1

n+2−i θ(t)|zi− vi−2 |
n−i+1
n−i+2−

ki(1− θ(t))| z̃1 |
n+1+αi

n+1 + z̃i+1, i = 2,3, · · · ,n
˙̃zn+1 = −κn+1Γθ(t)sign(zn+1− vn−1)−

kn+1(1− θ(t))| z̃1 |
1+α
− C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x)

(19)

v0,v1, · · · ,vn−1where   are defined in (13) and rewritten as

v0 = −κ1Γ
1

n+1 θ(t)| z̃1 |
n

n+1 + z2

v1 = −κ2Γ
1
n θ(t)|z2− v0 |

n−1
n + z3

...

vn−1 = −κnΓ
1
2 θ(t)|zn− vn−2 |

1
2 + zn+1

. (20)

(i)  In  the  following,  we  will  first  prove  that  the  error
system (19) is GFxTS.

t ⩽ Tu t ⩽ Tu θ(t) = 0Case  : When  , we have  . Then, the
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error system (19) will reduce to

˙̃z1 = −k1| z̃1 |
n+1+α

n+1 + z̃2

˙̃z2 = −k2| z̃1 |
n+1+2α

n+1 + z̃3

...

˙̃zn = −kn| z̃1 |
n+1+nα

n+1 + z̃n+1

˙̃zn+1 = −kn+1| z̃1 |
1+α
− C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x)

(21)

z̃(t) = [z̃1, z̃2, · · · , z̃n+1]Twhere  .  For  system  (21),  we  can
obtain the following three properties:

C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x) = 0i) According to [18], when  , the origin
of system (21) is globally asymptotically stable;

C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x) = 0

α r = [r1,r2, · · · ,rn+1]T

ri = n+1+α(i−1)(i = 1,2, · · · ,n+1)

ii) According to Definition 3, when  ,
the  right  side  of  system  (21)  is r -homogeneous  with
homogeneity  degree  ,  where   with

;
C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x)

∥CÃn−1B∥φmax

iii)  According  to  Assumption  1,    is  uni-
formly bounded by  .

Tu ⩾ 0
δ

∥ z̃(t)∥ ⩽ δ ∀t ⩾ Tu

It follows from Definition 2 and Lemma 1 of [34] that
system (21) is GPFxTS. Moreover, with Lemma 3 of [34],
we can also conclude that for any given time  , there
exists a constant   such that any solution of system (21)
satisfies   for  .

t > Tu t > Tu θ(t) = 1Case  : When  , we have  . Then, the
error system (19) will reduce to

˙̃z1 = −κ1Γ
1

n+1| z̃1 |
n

n+1 + z̃2

˙̃z2 = −κ2Γ
1
n|z2− v0 |

n−1
n + z̃3

...

˙̃zn = −κnΓ
1
2|zn− vn−2 |

1
2 + z̃n+1

˙̃zn+1 = −κn+1Γsign(zn+1− vn−1)− C̄ Ãn−1Bφ̇(t, x)

(22)

v0,v1, · · · ,vn−1 z̄i = z̃i/Γ

(i = 1,2, · · · ,n+1) z̄1

where   are defined in (20). Define 
.  Then, the derivative of   can be cal-

culated as

˙̄z1 = −κ1| z̃1 |
n

n+1 + z̄2. (23)

z̄2Similarly, the derivative of   can be calculated as

˙̄z2 =
−κ2Γ

1
n|z2− v0 |

n−1
n + z̃3

Γ
=

−
κ2Γ

1
n|z2− v0 |

n−1
n

Γ
+ z̄3. (24)

It follows from (20) and (23) that

z2− v0 =κ1Γ
1

n+1| z̃1 |
n

n+1 = κ1Γ| z̃1 |
n

n+1 = Γ(z̄2− ˙̄z1), (25)

which implies that

˙̄z2 = −κ2
∣∣∣ z̄2− ˙̄z1

∣∣∣ n−1
n
+ z̄3. (26)

Following the same way to get (25) and (26), we have

zi− vi−2 = Γ(z̄i− ˙̄zi−1), i = 1,2, · · · ,n (27)

and

˙̄zi = −κi
∣∣∣ z̄i− ˙̄zi−1

∣∣∣ n−i+1
n−i+2
+ z̄i+1, i = 1,2, · · · ,n. (28)

Finally,  it  can  be  calculated  from  (20),  (27)  and  (28)
that

zn+1− vn−1 = κnΓ
1
2|zn− vn−2 |

1
2 =

κnΓ
∣∣∣ z̄n− ˙̄zn−1

∣∣∣ 12 = Γ(z̄n+1− ˙̄zn). (29)

Then,  the  following  differential  inclusion  can  be
obtained:

˙̄zn+1 =
−κn+1Γsign(zn+1− vn−1)−CÃn−1Bφ̇(t, x)

Γ
=

− κn+1sign(z̄n+1− ˙̄zn)− CÃn−1Bφ̇(t, x)
Γ

∈

− κn+1sign(z̄n+1− ˙̄zn)+ [−1,1], (30)

which is understood in the Filippov sense [33].
Putting (23), (26), (28) and (30) together, we have

˙̄z1 = −κ1| z̄1 |
n

n+1 + z̄2

˙̄z2 = −κ2
∣∣∣ z̄2− ˙̄z1

∣∣∣ n−1
n
+ z̄3

...

˙̄zn = −κn
∣∣∣ z̄n− ˙̄zn−1

∣∣∣ 12 + z̄n+1

˙̄zn+1 ∈ −κn+1sign(z̄n+1− ˙̄zn)+ [−1,1]

(31)

z̄(t) = [z̄1, z̄2, · · · , z̄n+1]T

z̄(t) z̃(t)

z̄(Tu)

where  .  It  follows from Theorem 5
of [6] that   and thus   will convergence to zero in a
finite  time  whose  convergence  time  is  dependent  on  the
initial value  .

t ⩽ Tu t > Tu

t ⩽ Tu ∥z̃(Tu)∥ ⩽ δ
∥z(Tu)∥ ⩽ δ/Γ

Note  that  the  error  system  (19)  will  take  the  form  as
(21) for   and (22) for  .  It  has been proved in
the  condition  Case   that     and  thus

. Since the convergence time of system (31)
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z̄(Tu)
δ/Γ

T̄ max
1

T 1
max = Tu+ T̄ max

1

z̃(t) = 0
∀t ⩾ T 1

max

depends  on  the  system  initial  value    which  is
bounded by a constant  , the convergence time of system
(31)  is  also  uniformly  bounded  by  some  constant  .
Therefore,  the  convergence  time  of  system  (19)  is  uni-
formly  bounded  by  some  constant  ,
which  implies  that  system  (19)  is  GFxTS,  i.e., 
holds for  .

φ(t, x) x(t) x̂, φ̂
(ii)  Then,  we  will  prove  that  the  system  uncertainty

 and state   can be fixed-time estimated by  .

T 1
max

z̃(t) = 0 ∀t ⩾ T 1
max z̃(t) = 0,

t ⩾ T 1
max

In the above, we have proven that there exists a fixed-
time    independent  of  the  system  initial  values  such
that    holds  for  .  Note  that 

 means that the following equations hold:zi = ēi, i = 1,2, · · · ,n
zn+1 = C̄ Ãn−1Bφ(t, x)

(32)

∀t ⩾ T 1
max t ⩾ T 1

maxfor  . When  , it follows from (14) and (32)
that

x̂ = x̃(t)+Φ−1[z1,z2, · · · ,zn]T =

x̃(t)+Φ−1[ē1, ē2, · · · , ēn]T = x̃(t)+Φ−1ē(t)
(33)

∀t ⩾ T 1
max e(t) = x(t)− x̃(t)

x̃(t) = x(t)− e(t) ē(t) =Φe(t)
holds  for  .  Note  that   implies
that  .  Also note that  .  Substi-
tuting the above two equations into (33), we have

x̂ = x(t)− e(t)+Φ−1Φe(t) = x(t) (34)

∀t ⩾ T 1
maxholds  for  .  Similarly,  we  can  also  obtain  from

(14) and (32) that

φ̂ =
(
(C̄ Ãn−1B)

T
(C̄ Ãn−1B)

)−1
·

(C̄ Ãn−1B)T(C̄ Ãn−1B)φ(t, x) = φ(t, x)
(35)

∀t ⩾ T 1
max

φ(t, x)
x(t) x̂, φ̂

holds  for  .  Therefore,  it  can be concluded from
(34) and (35) that the system uncertainty   and state

 can be fixed-time estimated by  .
(iii)  Finally, we will  show that the closed-loop system

composed of (1), (3), (13) and (17) is GFxTS.
x(t) = x̂,

φ(t, x) = φ̂ ∀t ⩾ T 1
max ŝi =

si(i = 1,2, · · · ,n) ∀t ⩾ T 1
max

It  has  been  proved  in  the  previous  that 
  hold  for  ,  which  means  that 

, .  In  this  case,  system (15)  will
reduce to

ṡi = si+1, i = 1,2, · · · ,n−1

ṡn = −
n∑

i=1

h̄i|si|ρi sign(si)−
n∑

i=1

¯̄hi|si|ρ̄i sign(si)

. (36)

T 2
max

si = 0(i = 1,2, · · · ,n)
∀t ⩾ T 1

max+T 2
max = Tmax si = 0 (i = 1,2, · · · ,n)

It  follows from Theorem 2 of  [24]  that  system (36)  is
GFxTS, i.e., there exists a fixed time   free of the system
initial conditions such that   holds for

.  Note  that 

x(t) ≡ 0means  that  .  Therefore,  the  closed-loop  system
comosed of (1), (3), (13) and (17) is GFxTS. □
Remark  2　Note  that  the  observer  designed  in  this

paper  is  similar  to  that  in  [11−13].  However,  all  the
observers in [11−13] is finite-time stable with convergence
time  depending  on  the  system  initial  error  conditions.
Therefore, the observers in [11−13] cannot be used in this
paper.  Also  note  that  most  of  the  existing  fixed-time
observers  [29−31]  can  only  identify  the  system  states.
The  proposed  observer  in  this  paper  can  achieve  fixed-
time observation of the system states as well as the system
uncertainties, simultaneously.
Remark 3　It can be clearly seen from Theorem 1 that

the proposed observer-based controller can achieve stabi-
lization of system (1) in a fixed-time independent of system
initial  conditions.  Different  from  the  existing  fixed-time
controller [26−28], the proposed controller is completely
continuous  and  only  needs  the  output  signals  for  feed-
back.

{κi}n+1
i=1

{κi}n+1
i=1 n ⩽ 5

Remark  4　 In  Theorem  1,  the  parameters   are
selected according to the original HOSMO [6]. According
to [6], possible choices of the parameters   for 
are given as follows:

{κi}2i=1 = {κ2 = 1.1, κ1 = 1.5},
{κi}3i=1 = {κ3 = 1.1, κ2 = 1.5, κ1 = 2},

{κi}4i=1 = {κ4 = 1.1, κ3 = 1.5, κ2 = 2, κ1 = 3},
{κi}5i=1 = {κ5 = 1.1, κ4 = 1.5, κ3 = 2, κ2 = 3, κ1 = 5},

{κi}6i=1 = {κ6 = 1.1, κ5 = 1.5, κ4 = 2, κ3 = 3, κ2 = 5, κ1 = 8}.

[0,T 1
max]

u = u1 [0,T 1
max]

u1

t ∈ [0,T 1
max] u1

u1 = 0 t > T max
1

u1

T 1
max

ey(t) = y(t)−Cx̂(t)
∆T > 0 t = T

ey(T ) = 0 ey(t) = 0 t ∈
(T,T +∆T ] T 1

max = T +∆T

ey(t) = 0
∥ey(t)∥ ⩽ ς

ey(t) = 0 ς > 0

Remark 5　Note that  the nonlinear  items in the con-
troller  (17)  are  complex.  Therefore,  the  boundedness  of
states  over  the  time interval    is  not  proved here.
One can set   over the time interval  , where
  is  used  to  guarantee  the  boundedness  of  states  for

. Generally, the controller  can be simply set
as  .  Then,  when  ,  the  controller  can  be
switched  from    to  (17).  Therefore,  the  problem  be-
comes  that  how  to  obtain  the  convergence  time  of  the
observer   in this paper. To solve this problem, we can
detect the signal   online. Define a small
positive constant  .  If  for some time instant  ,
we  have   and     still  holds  for 

,  then we can set  .  It  should be
pointed out that in practice, for the existence of sampling
time,  measurement  noise  and  many  other  factors,  the
exact  observation   cannot  be achieved.  To over-
come  the  problem,  we  can  use    to  replace

,  where    is  a  constant  to  be  chosen  small
enough.

SHI Shang et al.: Exact uncertainty compensation of linear systems by continuous fixed-time output-feedback controller 711



x(t), φ(t, x) x̂, φ̂
[0,T 1

max]
x̂, φ̂

u = u1 [0,T 1
max]

u1 = 0

Remark  6　Also  note  that  for  LO  (3)  and  HOSMO
(13), the errors between   and   may be very
large  at  the  initial  stage  of  the  time  interval  .  In
this case, if we use the estimated variables   directly in
the  controller,  a  peaking  problem  may  be  caused.  This
problem can also be solved by redesigning the controller

 over  the  time  interval  .  Actually,  in  most
cases, by simply setting  , the peaking problem can
be greatly reduced. 

4. Simulation
In the simulation, we consider the following system:ẋ(t) = Ax(t)+B(u+d(t))

y(t) = Cx(t)
(37)

A =
[

0 1
−1 1

]
,B = [0,1]T,C = [1,0] d(t)

d(t) = 5+2cos(2t+1)

where  , and   is the

matched disturbance selected as  .
In the following, different control schemes will be used

to make simulation comparison. 

4.1    Design of controllers

In  the  following,  the  control  schemes  proposed  in  this
paper and [19] will be applied to design the controller and
make simulation comparison.
(i) The proposed fixed-time output-feedback controller
At first, the control scheme proposed in this paper will

be used to design the controller. According to Theorem 1,
the  composite  observer  can  be  designed  for  system (37)
as

˙̃x(t) = Ax̃(t)+Bu(t)+ L(y(t)−C x̃(t)),

ż1 = v0− k1(1− θ(t))| z̃1 |
3+α

3 − ē1

v0 = −κ1Γ
1
3 θ(t)| z̃1 |

2
3
+ z2

ż2 = v1− k2(1− θ(t))| z̃1 |
3+2α

3 − ē1

v1 = −κ2Γ
1
2 θ(t)|z2− v0 |

1
2
+ z3

ż3 = −κ3Γθ(t)sign(z3− v1)− k3(1− θ(t))| z̃1 |
1+α

, (38)

L L = [l1, l2]T = [2,2]T ē(t) = [ē1,

ē2]T ē(t) =Φe(t) e(t) = x(t)− x̃(t)

Φ =

[
1 0
−1 1

]
θ(t) = (1+ sign(t−Tu))/2 Tu =

2 {ki}3i=1, Γ α κ1 = 2,

κ2 = 1.5, κ3 = 1.1,k1 = 7,k2 = 2+
1
7
,k3 = 1,Γ = 10,α = 0.06.

where    is  selected  as  , 
  is  defined  as   with   ,

 and    with  

, the  parameters    and   are  selected as 

d(t) x(t)
Based on the composite observer, the system uncertainty
 and state   are estimated as

x̂ = [x̂1, x̂2]T = x̃(t)+Φ−1[z1,z2]T

d̂ = z3

. (39)

According  to  Theorem  1,  the  output-feedback  fixed-
time controller can be finally implemented as

u = −h̄1|x̂1|ρ1 sign(x̂1)−

h̄2|x̂2|ρ2 sign(x̂2)− ¯̄h1|x̂1|ρ̄1 sign(x̂1)−

¯̄h2|x̂2|ρ̄2 sign(x̂2)− d̂+ x̂1

(40)

h̄1 = h̄2 = ¯̄h1 = ¯̄h2 =

4, ρ1 =
7
9
, ρ2 =

7
8
, ρ̄1 =

9
7
, ρ̄2

9
8

where  the  parameters  are  selected  as 

= .
(ii) Continuous fixed-time attractive controller [19]
Secondly, by using the estimated state given in (39), a

fixed-time attractive controller can be designed according
to Theorem 1 of [19] as

u = x̂1− x̂2−α1 x̂2+3β1 x̂2
1 x̂2−α2s2−β2s3

2 (41)

s1 = x̂1, s2 = x̂2+α1 x̂1+β1 x̂3
1

α1 = α2 = β1 = β2 = 1
where    with  the  parameters
being selected as  .
(iii) Discontinuous fixed-time controller [19]

x̂Finally, by using the estimated state  , a discontinuous
fixed-time controller is designed according to Theorem 2
of [19] as

u = x̂1− x̂2− (α1+3β1 x̂2+dmax)sign(s)−
∣∣∣∣α2s+β2| s |

3
∣∣∣∣ 12
(42)

s = x̂2+
∣∣∣∣| x̂2 |

2
+α1 x̂1+β1| x̂1 |

3
∣∣∣∣ 12

α1 = α2 = β1 = β2 = 1 dmax = 10

where   with the parameters

being selected as   and  . 

4.2    Simulation results

To make the simulation comparison, two different initial
conditions for system (37) are selected as (i) : x(0) = [0.5,0.5]T

(ii) : x(0) = [100,100]T
, (43)

one  of  which  is  small  and  the  other  is  large.  The  initial
condition  for  observer  (38)  is  selected  as  zero.  Firstly,
curves  under  the  proposed  composite  observer  (38)  and
controller  (40)  are  given  in  Fig.  2.  It  can  be  concluded
from Fig.  2  that  the  estimation  errors  and  system  states
can be driven to zero with a fast speed and high precision
even with different initial conditions. Moreover, the control
signal  is  completely  continuous  and  therefore  is  free  of
chattering.  Secondly,  curves  under  controllers  (41)  and
(42) are given in Fig. 3 and Fig. 4 for comparison. It can
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be concluded from Fig. 3 and Fig. 4 that the system states
can  only  be  driven  to  a  bounded  region  around  origin
while  under  controller  (41),  and  while  under  controller
(42) the system will  suffer  from serious chattering prob-
lem.
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Fig.  3      Curves  under  the  fixed-time  attractive  controller  (41)
proposed in [19]
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Fig.  4      Curves  under  the  discontinuous  fixed-time  controller  (42)
proposed in [19]
  

5. Conclusions
In this paper, a composite fixed-time observer-based out-
put-feedback  controller  is  developed  for  uncertain  liner
systems.
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Firstly,  we  design  a  composite  fixed-time  observer.
The composite fixed-time observer consists of a HOSMO
and  a  LO.  One  remarkable  property  of  the  proposed
observer is  that  it  can achieve simultaneous exact  obser-
vation  of  the  uncertainties  and  states  in  fixed-time  inde-
pendent of system initial error conditions. Then, by using
the uncertainty compensation method, a robust continuous
output-feedback  controller  with  fixed-time  convergence
guarantee and without chattering problem is constructed.
Simulation  comparison  with  existing  continuous  fixed-
time  attractive  controller  and  discontinuous  fixed-time
controller  is  also  given  to  show  the  advantages  of  the
controller.
How to  extend  this  result  to  more  general  multi-input

and multi-output systems is our future work.
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