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Abstract: This  paper  introduces  an  algorithm  for  beamforming
systems by the aid of multidimensional harmonic retrieval (MHR).
This  algorithm resolves problems,  removes limitations of  samp-
ling  and  provides  a  more  robust  beamformer.  A  new  sample
space  is  created  that  can  be  used  for  estimating  weights  of  a
new  beamforming  called  spatial-harmonics  retrieval  beam-
former (SHRB). Simulation results show that SHRB has a better
performance,  accuracy,  and  applicability  and  more  powerful
eigenvalues than conventional beamformers. A simple mathema-
tical proof is provided. By changing the number of harmonics, as
a  degree  of  freedom  that  is  missing  in  conventional  beam-
formers,  SHRB  can  achieve  more  optimal  outputs  without  in-
creasing  the  number  of  spatial  or  temporal  samples.  We  will
demonstrate that SHRB offers an improvement of 4 dB in signal
to noise ratio (SNR) in bit  error rate (BER) of  over conven-
tional beamformers. In the case of direction of arrival (DOA) esti-
mation,  SHRB can estimate  the  DOA of  the  desired signal  with
an SNR of −25 dB, when conventional methods cannot have ac-
ceptable response.

Keywords: multi-input-multi-output (MIMO), beamforming, spa-
tial  and  temporal  signal  processing,  multidimensional  harmonic
retrieval  (MHR),  space-time  signal  processing,  array  signal  pro-
cessing.

DOI: 10.23919/JSEE.2022.000005
 

1. Introduction
Today,  using  multi-input-multi-output  (MIMO)  and  its
special applications such as beamforming has a vital role
in  wireless  communication.  Beamforming  utilities  have
led to significant advances in spectral efficiency, user ca-
pacity, data rate, power control, power allocation, localiza-
tion,  beam optimization,  and  quality  of  service  (QoS)  in
communication systems [1−8]. For example, requirement
to MIMO resulted in the development of several methods
in  channel  modelling  such  as  Bell  Labs  Layered  Space-

Time (BLAST) and space-time coding. Thus, MIMO and
beamforming are significantly noticeable in current wire-
less communications issues [9]. For instance, beamform-
ing  assisted  networks,  investigated  in  [10,11]  for  energy
harvesting  optimization  in  multi-user  MIMO  simultan-
eous  wireless  information  and  power  transfer  (SWIPT)
systems,  have  low  complexity  and  achieve  near-optimal
solution  in  both  the  perfect  and  imperfect  channel  state
information  (CSI)  cases.  Designing  a  robust  beamform-
ing in a non-convex problem to achieve minimum trans-
mit power in SWIPT outperforms the conventional meth-
od with low complexity [12].
In  practice,  multidimensional  harmonic  retrieval

(MHR)  can  be  implemented  for  accurate  estimation  of
wireless  MIMO  channels  and  beamforming  [13−16].  In
[16],  the  application  of  MHR  to  parametric  channel  es-
timation from MIMO sounding measurements is focused.
It  also mentions beamforming as an example of parame-
tric channel modelling application.
In the aforementioned conditions, multipath estimation

endpoints  in  several  dimensions  such  as  horizontal  and
vertical  angles,  delay,  Doppler  shift,  and path loss  guide
us  to  MHR  [14−16].  The  number  of  usable  dimensions
depends  on  hypothesized  mobility,  Tx-Rx  array  geo-
metry,  sampling  estimation  of  different  dimensions  as
multidimensional  harmonics  of  signals  innovates  a  way
for proper analysis of MIMO communication and special
beamforming [16]. Space-time sampling in antenna array
let us estimate two-dimensional harmonics or space-time
harmonics [14−16].
In  this  paper,  using  spatial  harmonics,  we  propose  a

novel  algorithm  for  beamforming  named  spatial-harmo-
nics  retrieval  beamformer  (SHRB).  Clear  difference
between conventional beamforming and SHRB is shown
in this study. It benefits preprocessed sample space that is
achieved  by  MHR.  In  other  words,  the  difference
between conventional beamforming and SHRB is the uti-
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lity of different sample space achieved by MHR. It is also
assumed  that  channel  cannot  be  estimated  in  the  tempo-
ral  domain  due  to  some  limitations.  The  limitations  can
happen in  situations  where  the  signal  acts  as  an  impulse
temporally or performs when a high sample-rate device is
not available because of economical shortages, low space,
etc.  [16].  The  basis  of  all  conventional  beamforming  is
spatial filtering on temporal samples. Thus, small tempo-
ral  sampled  data  size  can  lead  to  low performance  [17].
For  example,  in  [17]  it  was  emphasised  that  the  sample
matrix  inversion  (SMI)  algorithm  is  not  very  stable  in
small  size  sampled  data.  Results  of  this  study  show that
spatial  harmonics  can  be  well  used  to  resolve  the  prob-
lems of limited sampled data in beamforming.
After  spatial  harmonics  retrieving  to  provide  pre-pro-

cessed  sampled  data,  SHRB  uses  an  optimization  prob-
lem (OP) such as minimum variance distortionless respo-
nse (MVDR) and linearly constrained minimum variance
(LCMV)  to  estimate  the  stream  vector  (weights  vector).
As a result, SHRB can be similar to a conventional beam-
former  in  the  stream  vector  estimating  scheme,  but  it  is
absolutely  different  in  pre-processed  sampled  data  (see
Section 4).
Conventional beamforming has two parameters as vari-

ant to optimization, temporal and spatial samples. On the
contrary, SHRB by the aid of pre-processed sampled data
has  three  parameters,  temporal  and  spatial  samples  and
number  of  harmonics  as  a  very  vital  degree  of  freedom.
In  this  paper,  we  also  provide  a  simple  mathematical
proof  and  wide  simulations  to  illustrate  that  the  SHRB
has better efficiency than the conventional beamforming.
The paper structure is as follows: after an introduction

of SHRB in Section 1, related works are described in Sec-
tion 2; data modelling and an important theorem, which is
frequently  applied  in  MHR  are  provided  in  Section  3;
Section  4  comprehensively  deals  with  a  simple  mathe-
matical  proof  of  the  SHRB method,  and  SHRB is  com-
pared to the conventional beamformer in Section 4; Sec-
tion 5 presents simulations to evaluate the performance of
SHRB and the effect  of harmonics number as a new de-
gree  of  freedom  for  SHRB.  We  will  show  that  this  de-
gree  of  freedom  leads  to  resolution  capability  improve-
ment,  better  retrieving  of  signals  in  temporal  domain  by
SHRB,  and  better  performance  by  better  bit  error  rate
(BER) curve versus signal to noise ratio (SNR). Also, an
application of SHRB in direction of arrival (DOA) estim-
ation is assessed. Results show that SHRB has a superior
performance. Section 6 presents the conclusions. 

2. Related works
According  to  [18−20],  next  generation  5G  wireless  net-

work  requires  beamformer-based  communications.
Beamforming provides high data rates in spite of limited
spectrum availability.  In addition,  it  has further  advanta-
ges  for  5G wireless  networks  such  as  suppression  of  in-
terferences  and  handling  multipath  effects  in  frequency
selective channels [18−20]. In addition, designing a high-
efficiency  multi-functional  mmWave  5G  beamforming
antenna  system  can  be  used  to  mitigate  the  energy  effi-
ciency  problem  such  as  battery  capacity  in  user  equip-
ment  (UE)  [2].  Effective  in  achieving  a  reliable  QoS,
phased  array  usage  with  dual-polarized  beam  switching
configuration was approved in [21].
Additionally,  researchers  consider  beamforming  as  a

useful  technique for  5G wireless  network [22].  The cap-
ability  of  MIMO smart  antennas  for  hybrid  beam  form-
ing, beam tracking, tracing, and spatial multiplexing leads
to using it in 5G wireless technology [22,23]. An accept-
able scheme that combines localization and beamforming
was presented in [3]. It proposes a novel successive local-
ization  and  beamforming  scheme  that  uses  UE  location
and  the  instantaneous  channel  state.  Before  estimation
results are obtained, the beamforming vector is successi-
vely  optimized.  Thus,  its  simulation  results  show  great
performance for UE localization.
In  non-orthogonal  multiple  access  (NOMA)  and  mm-

Wave  communications  (mmWave-NOMA),  researches
show that the use of beamforming in the base station (BS)
and  UEs  and  power  allocation  can  be  formulated  as  a
nonconvex  problem  with  triple  steps  solution  to  maxi-
mize  the  achievable  sum rate  (ASR).  This  Tx-Rx beam-
forming  and  power  allocation  can  achieve  significantly
better performance in terms of ASR compared with con-
ventional mmWave orthogonal multiple access systems [4].
In addition to addressing issues of  beamforming men-

tioned above, one of the most important issues that is be-
ing researched is  machine  learning application in  5G.  In
[24],  formulating the joint  design of beamforming in the
BS  station,  power  control,  and  interference  coordination
as  a  non-convex  optimization  problem  to  maximize  the
signal  to  interference  plus  noise  ratio  (SINR)  has  been
performed  and  this  problem  has  been  solved  by  using
deep reinforcement learning. The use of beamforming in
this  algorithm leads to  providing a  dedicated beam for  a
given UE, through which power control and interference
coordination take place, and performing power control of
that  beam  by  changing  the  transmit  power  of  the  BS  to
the UE. As a result, its algorithm approaches a better per-
formance  in  terms  of  SINR  and  max  sum-rate  capacity.
Moreover, beamforming in machine learning assisted 5G
network  was  reported  in  [25−27].  Moreover,  beamform-
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ing  has  practical  applications  in  physical  layer  design,
and it can provide efficient power control and energy per-
formance  [28,29].  Relevant  works  such  as  angle  of  ar-
rival were shown in [30−32].
In  [33,34],  an  approach  to  the  MHR  problem  is  pro-

posed based on a multi-dimensional extension of rank re-
duction estimator (RARE) initially developed for DOA esti-
mation  in  partly  calibrated  arrays.  Also,  in  [35,36],  new
algorithms  for  MHR  were  introduced  based  on  iterat-
ively  reweighted  tensor  singular  value  decomposition  in
[13,37,38].  In  this  paper,  we  use  the  multidimentional
embedding  (MDE)-alternating  least  square  (MDE-ALS)
algorithm  considered  in  [14]  for  SHRB.  MDE-ALS  is
shown to achieve deterministic  bound and remains close
to Cramer-Rao bound (CRB) even at low SNRs [14]. 

3. Data modelling

xk,l F

In  this  paper,  channel  is  modelled  by  two-dimensional
harmonics  retrieval.  The  noiseless  two-dimensional  har-
monics   is expressed as the sum of   two-dimensional
(2-D) exponentials shown in the following [16]:

xk,l =

F∑
f=1

c f ejω f (k−1)ejν f (l−1) =

F∑
f=1

c f ak−1
f bl−1

f (1)

ak−1
f = ejω f (k−1) bl−1

f = ejν f (k−1) l = 1,2, · · ·,L
K L

ω f ν f ∈ (−π,π)
f th

ω f , ν f ,c f ) f = 1,2, · · · ,F F
ω f , ν f )

f th
c f

in which,   ,   , and 
where    and    denote  the  number  of  samples  taken
along temporal and spatial dimensions respectively. Also,

,   represent two frequencies associated with
the    2-D  harmonic.  We  must  find  triple  parameters
(  for   that   is the number of har-
monics  and  (   includes  two  frequencies  which  are
the  basis  of  the    2-D  harmonics,  where  two  dimen-
sions are temporal and spatial respectively, and   is the
complex amplitudes of these 2-D harmonics.
In (1), the following definitions are used:

X (k, l) = xk,l, X ∈ CK×L

A (k, f ) = ejω f (k−1), A ∈ CK×F

B (l, f ) = ejν f (l−1), B ∈ CL×F .

C ( f , f ) = c f , C ∈ CF×F

A B

C

In  other  words,  matrices    and    include  harmonics
obtained  from  sampling  in  spatial  and  temporal  dimen-
sions  respectively,  and    is  a  diagonal  matrix  that  con-
tains  harmonics  amplitudes.  Therefore,  a  mixture  of  the
2-D harmonics of (1) can be written in matrix form [17]
as

X = ACBT. (2)

Based on [14,15] and using Khatri-Rao multiple defini-
tions, (2) can be shown as

X = (B◦ A)C (3)
◦where   means  Khatri-Rao  (clock-wise  Kronecker)  pro-

cluct.

F
L ⩾ 3, l = 1,2, · · · ,L

K ⩾ 3,k = 1,2, · · · ,K ω f , ν f ,c f )
P f (Π2F ( f = 1,2, · · · ,F)

This  demonstration  type  can  be  applied  to  the  harmo-
nic retrieval (HR) algorithm. Moreover, according to an im-
portant theorem provided in [30], if summation of   un-
damped 2-D exponentials is as (2), for 
and  , the triple parameter (
is unique for  )   if

F ⩽
⌈K

2

⌉⌈L
2

⌉
(4)

P f
(
Π2F) F

f = 1,2, · · ·,F
ω f ν f

in  which  is  a  probability  density  function  on 
2-D  frequencies  as  .  As  mentioned  before,

 and   are frequencies in spatial and temporal dimen-
sions,  respectively.  Sampling  limitation  in  temporal  do-
main shows itself here in temporal harmonics. A more re-
liable beamformer will be available if we can perform op-
timization without leaning on temporal effects. 

4. SHRB and conventional beamforming

X
K ×L X

The  general  algorithm  of  conventional  beamforming  is
provided in Fig. 1(a). First, sampled array output is gene-
rally  a  space-time  matrix  ,  whose  elements  have  tem-
poral and spatial dimensions. The   matrix of   can
be shown as follows:

X =


x1,1 x1,2 · · · x1,L

x2,1 x2,2 · · · x2,L

...
...
. . .

...
xK,1 xK,2 · · · xK,L

 (5)

K
L

where    is  the  number  of  antenna  elements  in  array  re-
sulted from spatial  sampling by array antennas,  and    is
the  number  of  temporal  samples  resulted  from  temporal
sampling by each antenna.

 
 

Received signal sampling 

via antenna array, (6)

Beamforming weights 

vector estimation, (7)

Desired signal 

estimation, (8)

(a) Conventional beamformer 

algorithm

(b) SHRB algorithm

Received signal sampling

via antenna array, (6)

MHR: pre-processing on 

sampling, (9)

Beamforming weights 

vector estimation, (14)

Desired signal 

estimation, (16)

Fig.  1      Comparison  of  conventional  beamformer  and  SHRB
algorithms
  

4.1    Conventional beamforming

As  stated  by  Fig.  1(a),  conventional  beamforming  con-
sists  of  three steps in total.  Step one,  receiving signal  or
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sampling array output, is noted as

X = S+ I+N (6)

S I
N

X

−
w X

where   is the desired signal,   is the interference signal
and    is  the  noise  that  is  the  assumed  additive  white
Gaussian  noise  (AWGN).  After  receiving  ,  in  the
second  step  we  must  obtain  beamformer  weights  vector
named    from    by  one  of  the  OPs  (MVDR,  LCMV,
etc.)  [6].  The  MVDR  beamformer  weight  found  by  the
help of the SMI algorithm is given by [14,15] as follows:

−
w= R̂−1as (7)

as R̂
R X

X
−
w

where   is the steering vector and   is the estimation of
covariance  matrix    of  .  Finally,  the  third  step  esti-
mates  the  desired  signal  by  multiplying  two  vectors, 
and   as

Ŝ =
−
wX (8)

Ŝ X
Ŝ � S

where   is retrieved from the received signal  . The best
case of beamforming takes place when  . 

4.2    SHRB

X

X
X

Xspatial

Xspatial

As metioned above,   elements can be shown by the 2-D
HR model according to (1). Also, Fig. 1(b) shows that the
proposed  beamforming  SHRB  has  four  steps  with  one
step  further  than  conventional  beamforming.  The  first
step  of  SHRB  is  similar  to  the  conventional  beamform-
ing, and receiving signal and sampling array output called
 are performed, too. In the second step which is differ-

ent from the conventional beamforming,   is changed to
 via  MHR (M=2,  MHR is  2-D harmonics  retreival

in  this  paper).  The  new  sampled  array  output,  called
, is created by the following multiplication:

Xspatial = Â Ĉ, (9)

Â, Ĉ Xspatialwhere  , and   can be written as

Â =



1 1 · · · 1
ejω1 ejω2 · · · ejωF

ej2ω1 ej2ω2 · · · ej2ωF

...
...

. . .
...

ej(K−1)ω1 ej(K−1)ω2 · · · ej(K−1)ωF


, (10)

Ĉ =


c1 0 · · · 0
0 c2 · · · 0
...
...
. . .

...
0 0 · · · cF


F×F

, (11)

Xspatial =


x1,1 x1,2 · · · x1,F

x2,1 x2,2 · · · x2,F

...
...
. . .

...
xK,1 xK,2 · · · xK,F


K×F

. (12)

Xspatial

Xspatial

X Â B̂
Ĉ Â B̂ Â

B̂
Ĉ

It  achieves  isolated  data  from  the  temporal  sampling
limitation  described  in  (9),  because    only  contains
spatial  harmoics.  Actually,    is  provided by estima-
tion of  spatial  harmonics.  For more clearance,  according
to (2), MHR obtains three submatrices of   named  ,  ,
and  .  Here,    and    are  Vandermond  matrices,  as 
includes spatial  harmonics and    includes temporal  har-
monics. Also,   is a diagonal matrix including the amp-
litudes of the harmonics.

Xspatial

X

Xspatial

It  should be noted that    in  (9)  is  not  the estima-
tion of the desired signal. It is a pre-processed version of
the  received  signal    (see Fig.  1(b)).  Now,  after  imple-
mentation  of  2-D-HR,  according  to  (9)−(12),  each  ele-
ment of   can be written as

Xspatialk =

F∑
f=1

c f ejω f (k−1) (13)

k = 1,2, · · ·,K K

f = 1,2, · · ·,F F
ω f ∈ (−π,π)

f
f

−
wSHRB

−
wSHRB

where,  similar  to  (1),    and    denotes  the
number  of  samples  that  is  taken along spatial  dimension
by the antennas,  and   and    is  the  number
of  harmonics.  Moreover,    contains  the  fre-
quency associated with  the  th  spatial  harmonic  (spatial
harmonic number  ). In addition, the third step of SHRB
is  similar  to  the  conventional  beamforming algorithm.  It
obtains  beamformer  weights  vector    via  an  OP
(MVDR,  LCMV,  etc.).  For  example,  the  MVDR  prob-
lem gives   as follows:

−
wSHRB = R̂−1

spatial as (14)

as R̂spatial

Xspatial

where    is  the  steering  vector  and    is  the  estima-
tion of the covariance matrix of  , which is equal to

R̂spatial = E
{
Xspatial XH

spatial

}
. (15)

Ŝ

−
wSHRB

−
w

Finally, in the forth step of SHRB, the desired signal 
is  extracted  by  an  equation  that  is  completely  similar  to
(8),  however,  it  uses    instead  of  .  Thus,  the  de-
sired signal is recovered by

Ŝ =
−
wSHRBX. (16)

X Xspatial

F

The  comparison  between  (7)  and  (14)  shows  that  the
difference  of  conventional  and  SHRB  algorithms  is  the
difference between   and   which leads to more ef-
ficient  beamformer  in  SHRB.  More  efficiency  of  SHRB
pertains  to  its  new degree  of  freedom,  or  the  number  of
harmonics  (see Fig. 1(b)). 

4.3    Mathematical proof of SHRB

R̂saptial

In reality, the interference covariance matrix is not known
and must  be  estimated from some training data.  To esti-
mate   in (15) we should use a standard assumption
that  there  exists  a  set  of  homogeneous  training  data  that
consist of independent samples data components or snap-
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R̂saptial

shots. Using these training data, the maximum likelihood
(ML) estimate of   can be calculated. If training data is

Z =

 zspatial1

zspatialN

 (17)

N = KFwhere  ,  the  ML estimate  of  the  covariance  mat-
rix [39,40] is

R̂spatial =
1
M

Zspatial ZH
spatial =

1
M

M∑
m=1

Zspatial (m) ZH
spatial (m) (18)

M

M = 2N

where    is  the  number  of  snapshots.  This  is  called  the
SMI algorithm which is an asymptotically good estimate.
For a small sample size, it is known to be not very stable
[15].  According to Brennan’s  rule  [16],  If  one wishes to
maintain an average loss less than 3 dB, at least  .
In other words, for SHRB, the following condition should
be satisfied:

M ⩾ 2N (19)
N = KF

F

K

where  .  Thus  the  new degree  of  freedom rule  is
more distinguished here. In case of limitation in sampling
in one dimension, it can act as a dimension completely. It
means, beamformer does not need to increase samples in
a  dimension  to  compensate  another  dimension  sampling
limitation.  For  example,  increasing    can  compensate
low temporal sample size and SHRB does not need to in-
crease the number of sensors in array  . Here, the mathe-
matical proof of SHRB superiority is completed. 

4.4    SHRB complexity

According  to  Fig.  1,  SHRB  has  one  more  step—MHR
implementation —than  conventional  beamformer.  Thus,
compared  with  conventional  beamformer,  its  complexity
of actual implementation is closely related to MHR com-
plexity.  The  complexity  of  MHR  is  evaluated  in
[13,34,37,38]. As a result, the complexity of SHRB is li-
near with respect to the number of measurements, which
allows processing of large size signals.
The  most  expensive  step  is  the  initial  pre-processing

step, which has a complexity of the size of

6
(∏d

d=1
Id

)
M2

M Id d

d = 2)
X = ACBT

where   is the number of snapshots, and   and   are the
identity matrix and the number of harmonics dimensions
(in this study  . Additionally, the computation of the
matrices  in  (2)  used  in  the  construction  of  ,
with a complexity of the order of

2d
(∏d

d=1
Id

)
R2

R = KL Xwhere   is the number of   entries.
The total complexity is of the order of

(
6M+4

(KL)2

M

)(∏2

d=1
Id

)
M2.

M≫ K M3

M≪ R

K2

If  there  are  many  snapshots  and  temporal  sampling
, then the complexity is relational by  . In addi-

tion, if  , it means we have limitation in snapshots
and temporal sampling. Thus, the complexity is relation-
al by  .

X = ACBT

In  Table  1,  the  computational  complexities  of  SHRB
and  some  conventional  beamforming  algorithms  such  as
MVDR and multiple signal classifier (MUSIC) are com-
pared  [17].  As  a  result,  SHRB  complexity  in  low  snap-
shots  is  similar  to  conventional  algorithms  such  as
MVDR, and SHRB takes more computational complexity
in many snapshots because of estimating the construction
of  .
 
 

Table  1      Computational  complexities  of  SHRB  and  conventional
algorithms

Algorithm
Computational
complexity

Low signal
sample number

High signal
sample number

SHRB
(
6M+4

(KL)2

M

)(∏2

d=1
Id

)
M2 K2 M3

MVDR K2(M+6)+M+4 K2 2M

MUSIC 5
3

K3 +K2(M+K +2)+4
8
3

K3 M

  

5. Evaluation of SHRB performance and
simulation

In  the  following  subsections,  comparisons  between  the
conventional beamforming and SHRB are performed. 

5.1    New degree of freedom in SHRB

In this subsection,  the following scenario is  simulated to
prove  that  the  number  of  harmonics  can  be  a  degree  of
freedom in SHRB:
(i) Desired signal DOA: 45° horizontal and 0° vertical;
(ii) Interference 1 DOA: 20° horizontal and 0° vertical;
(iii)  Interference  2  DOA:  60°  horizontal  and  0°  verti-

cal;
(iv) SINR = −14 dB;
(v) Temporal samples number = 76;
(vi) Spatial samples = 56;
(vii) Harmonics number can be variable;
(viii)  Physical  channel  is  assumed  as  Rician  fading

channel with AWGN. 

5.1.1    Evaluating the effect of harmonics number

The effect of harmonics number in beamformer is evalua-
ted  in  this  section.  Fig.  2  shows  the  result  of  interfe-
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rences  suppression in  SHRB for  150 and 190 harmonics
compared  with  the  conventional  beamformer.  Red  solid
and black dashed curves denote SHRB results for 190 and
150 harmonics, respectively, and green circles denote the
conventional result. If we define accuracy as capability of
finding  and  recognizing  interferences  from  the  desired
signal,  then  results  illustrate  that  the  accuracy  and  nulls
depth of SHRB results are more proper than the conven-
tional  beamformer.  Thus,  the  SHRB performance is  bet-
ter.  In  case  of  interferences  suppression,  the  difference
between  SHRB  and  conventional  beamformer  appears
because of an additional degree of freedom as number of
harmonics  that  can  be  adjusted  to  obtain  better  results.
Besides, Fig. 2 shows that 190 harmonics provide deeper
null than 150 harmonics.
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Fig.  2      Evaluation  of  the  effect  of  harmonics  number  (elevation
angle = 0°)
 

X
Xspatial

Xspatial

X

Moreover,  outcomes  of  eigenvalues  estimation  for 
and   in Fig. 3(a) and Fig. 3(b) verify the results of
Fig.2,  because    eigenvalues  in  190  and  150  har-
monics  have  larger  amplitudes  than    ones.  Regarding
the  simulation  results,  SHRB  performs  more  accurately
than  the  conventional  beamformer.  It  has  deep  nulls  in
the  DOAs  of  the  interferences,  while  the  conventional
beamformer does not have such nulls. Furthermore, it can
be said that the number of harmonics plays an important
role for improving SHRB performance. 
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Fig. 3    Eigenvalues estimation

  
5.1.2    Resolution capability improvement

In this paper, resolution means the ability to resolve inter-
ferences with very near DOAs. Fig. 4 shows a resolution
of 1° case for the following simulated situation:
(i) Desired signal DOA: 31° horizontal and 0° vertical
(ii) Interference 1 DOA: 30° horizontal and 0° vertical
(iii) Interference 2 DOA: 32° horizontal and 0° vertical
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Fig.  4      Resolution  capability  of  SHRB  and  conventional  beam-
former

 
In Fig.4, red solid and black dashed curves denote the

SHRB  results  for  190  and  150  harmonics  respectively
and the green circle denotes the conventional result.  The
comparison shows that, in contrast to the unacceptable re-
sponse of the conventional beamformer (due to wrong es-
timation in desired DOAs), SHRB has nulls in the DOAs
of  the  interferences.  Results  indicate  that  increasing  the
number of harmonics in the scope of (4) leads to deeper
nulls in DOAs of interference signals and does not cause
any null  or  amplification in  DOA of  desired signals.  On
the other hand, as the conventional beamformer is not de-
pendent  on  the  harmonics  in  its  structure,  its  results  do
not  change  with  increasing  the  number  of  harmonics.
Therefore,  SHRB  leads  to  better  results  in  resolution.  It
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occurs  for  at  least  two  reasons.  First,  the  SHRB  al-
gorithm  can  overcome  the  temporal  sampling  limitation
by preprocessing of  (9).  Second,  it  has  an additional  de-
gree  of  freedom as  the  number  of  harmonics  which  can
improve the SHRB results and does not exist in the con-
ventional beamforming. 

5.2    Signal  reconstruction  and retrieving  in  time do-
main by SHRB

In this part of the article, signal reconstruction in time do-
main is presented. The desired signal is a pulse with SNR
equal to −5 dB. The results are shown in Fig. 5. Red solid
and black dashed curves denote SHRB results for 190 and
150  harmonics  respectively  and  the  green  circle  denotes
the  result  of  the  conventional  beamforming.  As  is  seen,
signal reconstruction in the time domain with the conven-
tional  beamforming  is  not  acceptable,  while  SHRB  is
completely successful.
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Fig. 5    Reconstruction and retrieving of signal in time domain for
SNR= −5 dB

 
Again, as an example of the effect of the novel degree

of freedom for SHRB, by increasing the harmonics num-
ber from 150 to 190, shape of the retrieved pulse in time
domain in SHRB output has become more accurate, while
the  result  is  not  changeable  in  the  conventional  beam-
forming, unless the number of the array antennas or tem-
poral  samples  is  increased.  This  means  that  SHRB  ade-
quately  retrieves  the  desired  signal  since  it  resolves  the
limitations of  temporal  samplings by preprocessing indi-
cated in (9). 

5.3    Comparison of BERs

In this subsection, BER evaluation is provided. Fig. 6 in-
dicates  the  BERs  of  SHRB  and  the  conventional  beam-
former versus SNR in the same conditions (same number
of  spatial  and  temporal  samples).  The  red  dashed  curve
belongs  to  the  conventional  beamforming  and  the  blue
circle curve is SHRB BER. According to Fig. 6, it is clear

10−2 10−4

that SHRB has a better performance than the conventional
beamformer,  because  its  BER curve  has  3  dB  and  4  dB
SNR  advantages  in  BER=   and  BER=   respect-
ively  over  the  conventional  beamforming.  Therefore,  it
can be said that the BER is improved by the SHRB assist-
ance because it benefits desired signal retrieving more accura-
tely. Fig.  6 absolutely  shows the  superiority,  robustness,
and reliability of SHRB.
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Fig. 6    BER of SHRB and conventional beamformer versus SNR

  
5.4    DOA estimation by the aid of SHRB

Because of its reliable results, SHRB can be used in some
applications such as DOA estimation. There are two sig-
nal  sources  in  DOAs:  (37°  azimuth,  23°  elevation)  and
(−45°  azimuth,  4°  elevation)  that  must  be  detected  by
both SHRB and the  conventional  algorithms with  SNR=
−25 dB.
Fig. 7 presents the results that corroborate the high-re-

solution  performance  of  localization  and  DOA  estimat-
ing by SHRB. As can be seen in Fig. 7, the conventional
algorithm  does  not  have  any  acceptable  estimation  of
DOAs in SNR=−25 dB because it  is out of conventional
DOA  estimator  SNR  range.  Moreover,  SHRB  assisted
DOA estimator  can  estimate  DOA of  the  desired  signal.
As mentioned in Section 3.3, SHRB does not need to in-
crease samples in a dimension to compensate another di-
mension  sampling  limitation.  For  example,  increasing F
can  compensate  the  small  temporal  sample  size,  and  it
does not need to increase the number of sensors in array
K.  Thus,  the  SHRB,  preprocessing  indicated  in  (9)  and
resolving  temporal  sampling  by  new degree  of  freedom,
is able to obtain more efficient DOA estimating. 
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6. Conclusions

10−2

10−4

In  this  paper,  a  novel  algorithm for  beamforming  called
SHRB  is  introduced.  According  to  the  results,  SHRB
leads to improvements in accuracy, robustness, and relia-
bility,  with  respect  to  the  conventional  beamforming.  It
isolates the sample space from its temporal limitations by
MHR, to  mitigate  temporal  limitations  described in  Sec-
tion  3.  Since  SHRB uses  the  number  of  harmonics  as  a
new  degree  of  freedom,  it  can  provide  better  results
without  need  for  increasing  the  number  of  temporal
samples  or  the  number  of  array  sensors  and  only  by  in-
creasing  the  number  of  harmonics.  This  degree  of  free-
dom  is  not  accessible  in  the  conventional  beamforming.
Simple  mathematical  proof  is  presented  in  Section  3.  In
order to confirm the SHRB advantages, we first illustrate
the  effectiveness  of  the  new degree  of  freedom (number
of  harmonics),  resolution  accuracy,  BER,  temporal  re-
trieving  of  signal,  and  then,  an  application  of  SHRB,
DOA  estimation.  For  all  of  these  features,  results  have
been  compared  with  the  conventional  beamforming.  For
example,  BER curve  of  SHRB has  a  3  dB SNR advant-
age  in  BER=   and  a  4  dB  SNR  advantage  in
BER=   over  the  conventional  beamforming.  This
proves  the  superiority,  robustness  and  reliability  of
SHRB. In addition, it has acceptable DOA estimation res-
ults  in  SNR  =  −25  dB,  while  the  conventional  algori-
thm does not have acceptable results.
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