
An ε -domination based two-archive 2 algorithm for
many-objective optimization

WU Tianwei
1,2

, AN Siguang
1,2,*

, HAN Jianqiang
1,2

, and SHENTU Nanying
1,2

1. College of Mechanical and Electrical Engineering, China Jiliang University, Hangzhou 310018, China;
2. Key Laboratory of Intelligent Manufacturing Quality Big Data Tracing and Analysis of Zhejiang Province,

China Jilang University, Hangzhou 310018, China

 

 

ε ε

ε

ε

Iε+

Abstract: The  two-archive  2  algorithm (Two_Arch2)  is  a  many-
objective  evolutionary  algorithm for  balancing  the  convergence,
diversity,  and  complexity  using  diversity  archive  (DA)  and  con-
vergence archive (CA). However, the individuals in DA are selec-
ted based on the traditional Pareto dominance which decreases
the  selection  pressure  in  the  high-dimensional  problems.  The
traditional algorithm even cannot converge due to the weak se-
lection pressure.  Meanwhile,  Two_Arch2 adopts DA as the out-
put of the algorithm which is hard to maintain diversity and cov-
erage of the final solutions synchronously and increase the com-
plexity of the algorithm. To increase the evolutionary pressure of
the  algorithm  and  improve  distribution  and  convergence  of  the
final  solutions,  an -domination based Two_Arch2 algorithm ( -
Two_Arch2)  for  many-objective  problems  (MaOPs)  is  proposed
in  this  paper.  In -Two_Arch2,  to  decrease  the  computational
complexity and speed up the convergence, a novel evolutionary
framework  with  a  fast  update  strategy  is  proposed;  to  increase
the  selection  pressure, -domination  is  assigned  to  update  the
individuals  in  DA;  to  guarantee  the  uniform  distribution  of  the
solution, a boundary protection strategy based on  indicator is
designated as two steps selection strategies to update individu-
als  in  CA.  To  evaluate  the  performance  of  the  proposed  al-
gorithm, a series of benchmark functions with different numbers
of  objectives  is  solved.  The  results  demonstrate  that  the  pro-
posed method is  competitive with the state-of-the-art  multi-ob-
jective  evolutionary  algorithms  and  the  efficiency  of  the  al-
gorithm is significantly improved compared with Two_Arch2.
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1. Introduction
Classic multi-objective evolutionary algorithms (MOEAs)

[1], especially the Pareto dominance based ones, can effi-
ciently  handle  multi-objective  optimization  problems
(MOPs)  [2],  such  as  nondominated  sorting  genetic  al-
gorithm II  (NSGA-II)  [3]  and  strength  Pareto  evolution-
ary algorithm 2 (SPEA2) [4]. However, it has been found
through  experiments  that  these  Pareto-based  MOEAs
show decreasing performance when they encounter many-
objective  optimization  problems  (MaOPs)  [5,6],  a  cate-
gory of MOPs with more than three objectives. The main
reason for this phenomenon is that most individuals are in
non-dominated  relationship  based  on  Pareto  dominance
in high-dimensional objective space.  Therefore,  the clas-
sic Pareto dominance based evolutionary algorithms can-
not compare the better solutions which should survive in-
to the next generation.
Recently,  researchers  have  proposed  a  series  of  algo-

rithms and techniques to deal with MaOPs, which can be
roughly divided mainly into four categories. The first cate-
gory  is  domination-based  approaches  that  aim  to  reduce
the number of non-dominated individuals or solutions by
expanding the Pareto dominating area or proposing a new
domination  relationship.  The  ε-domination  is  used  as-
signed to relax the dominance relationship which can en-
hance the selection pressure [7,8]. Wang et al. [9] studied
the  concept  of  coevolving  a  family  of  decision-maker
preferences together with a population of candidate solu-
tions. Li et al. [10] proposed a shift-based density estima-
tion  (SDE)  strategy  which  aims  to  develop  a  general
modification  of  density  estimation.  Dai  et  al.  [11]  pro-
posed an improved α-dominance strategy which assigned
α values based on an elliptic function to enhance the con-
vergence pressure. Liu et al. [12] proposed an angle domi-
nance which can provide sufficient selection pressure to-
wards the Pareto front  (PF) and can be exempt from the
parameter tuning.
The  second  category  is  decomposition-based  methods

which  decompose  the  MaOPs  into  a  set  of  single-objec-
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tive  subproblems  by  weight  preference  or  reference
points.  Reference  points  are  used  to  maintain  the  di-
versity  of  the  solutions  and  minimal  perpendicular  dis-
tance  from  the  current  solutions  to  the  reference  points
acts  as  a  measure  in  selection  strategy  in  NSGA-III
[13]. Yang et al.  [14] aimed to exploited the potential of
the grid-based approach to strengthen the selection pres-
sure  toward  the  optimal  direction  while  maintaining  an
extensive  and  uniform  distribution  among  solutions.
Asafuddoula  et  al.  [15]  proposed  uniformly  distributed
reference points generated via systematic sampling and a
maintenance  that  balance  between  convergence  and  di-
versity using two independent distance measures. Yuan et
al.  [16]  exploited  perpendicular  distance  from  the  indi-
vidual to the weight vector in the objective space to main-
tain the desired diversity of solutions. Lyu et al. [17] pro-
posed  a  bidirectional  decomposition  which  contains  two
searching directions to provide a uniform distribution re-
gardless of the problems’ feature.
The third type of  approach is  the indicator-based evo-

lutionary algorithm (IBEA) which uses the quality indica-
tor  that  could  compare  individuals  or  solutions  to  guide
the search towards a PF. Bader et  al.  [18,19] focused on
the  hypervolume  indicator  which  is  a  metric  to  evaluate
both  convergence  and  diversity.  However,  the  computa-
tion of the hypervolume indicator is very complex result-
ing in low efficiency. To enhance the efficiency of the in-
dicator  calculation,  a  novel  indicator  R2  [20]  is  used  in
MOEA [21]. Sun et al. [22] employed the inverted gene-
rational  distance  (IGD)  in  each  generation  to  select  the
solutions with favorable convergence and diversity.
The  last  category  is  an  objective  reduction-based  ap-

proach  with  the  purpose  of  reducing  objective  space  di-
mension  by  removing  the  redundant  objectives.  In  order
to  determine  redundant  objectives,  dimension  reduction
techniques in machine learning such as principal compo-
nent  analysis  was  also  adopted  [23].  Freitas  et  al.  [24]
presented  a  non-parametric  harmony-based  approach
which  can  visualize  conflict  and  combine  the  objective
function based on the conflict. Yuan et al. [25] suggested
viewing  objective  reduction  as  a  multi-objective  search
problem which consists of three multi-objective formula-
tions. A sampling method was used to collect points that
can  represent  objectives  by  calculating  objectives’  im-
provements  and  affinity  propagation  was  adopted  to
cluster the objectives [26].
With  the  development  and  improvement  of  these  al-

gorithms  and  techniques,  the  two-archive  algorithm
(Two_Arch) [27] firstly proposed a framework that  con-
tains  two  independent  archives  for  convergence  and  di-
versity respectively. The convergence archive (CA) is up-
dated  by  Pareto  dominance  so  that  the  solutions  could

pursue to the PF. The diversity archive (DA) contains the
non-dominated  solutions  without  domination  and  con-
sequently  aims  for  diversity.  Two_Arch  removes
crowded  solutions  from DA according  to  their  distances
to  CA  when  the  total  size  of  two  archives  overflows.
However,  due to the decreasing evolutionary pressure of
the  Pareto  dominance  in  high-dimensional  objective
space,  the  number  of  non-comparable  individuals  rises
dramatically. Inspired by the idea of the two_arch, sever-
al  improved  Two_Arch  algorithms  were  proposed.  Li  et
al.  [28] proposed an improved Two_Arch algorithm (IT-
AA) which incorporates a ranking mechanism and a shif-
ted density estimation technique in CA and DA, respect-
ively. Dai [29] presented a multi-search strategy of select-
ing  convergent  solutions  from  offspring  obtained  from
CA and DA as parents to enhance the convergence.
Wang  et  al.  [30]  proposed  a  two-archive  2  algorithm

(Two_Arch2) which develops indicator-based and Pareto-
based selection principles to the two archives. Compared
with  the  original  Two_Arch,  Two_Arch2  can  handle
MaOPs  with  better  performance  on  convergence  and  di-
versity of the final solutions in PF. However, Two_Arch2
tends to fall into a premature condition in the high-dimen-
sional problems due to the weak selection pressure. Also,
the  distribution  of  the  final  solutions  searched  by
Two_Arch2  is  not  always  uniform,  because  Two_Arch2
adopts  the  population  in  DA  as  the  final  output  which
suffers with unacceptable quality of environmental selec-
tion.  Furthermore,  the complexity of  the algorithm is  in-
creased  because  of  the  DA  truncation  strategy.  To  en-
hance  the  convergence  ability  and  promote  the  conver-
gence  speed,  an  ε-domination  based  Two_Arch2  al-
gorithm  is  proposed,  namely,  ε-Two_Arch2.  The  main
contributions of this paper can be summarized as follows:
(i) A novel evolutionary framework with a fast update

strategy  is  proposed  to  decrease  the  computational  com-
plexity.
(ii)  ε-dominance  is  assigned  to  update  the  DA  to  en-

hance the quality of selection strategy and the affection of
the vital parameter ε is analyzed.

Iε+(iii) A boundary protection strategy based on   indica-
tor  is  assigned  to  update  the  CA which  can  improve  the
diversity of CA.
The  rest  of  this  paper  is  organized  as  follows.  The

Two_Arch2  algorithm  is  firstly  introduced  in  Section  2.
After that, the proposed algorithm is introduced in details
in  Section 3.  In  Section 4,  MOEAs are  used to  compare
the proposed algorithm with others on a series of bench-
mark functions of different numbers of objectives. Expe-
rimental results and analysis are included in Section 4. Fi-
nally, the conclusions and the future work are provided in
Section 5. 
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2. Two_Arch2 algorithm

LP

The Two_Arch proposes a framework that divides the set
of  non-dominated  solutions  into  two  separate  archives,
which are used for convergence and diversity. Inspired by
Two_Arch,  different  selection  principles  and  a  new  -
norm-based  diversity  maintenance  scheme  are  designed
in Two_Arch2. 

2.1    Basic flow

The basic evolutionary process of Two_Arch2 is given in
Fig.  1.  The  initial  non-dominated  solution  set  is  divided

LP

into  CA and  DA.  Crossover  is  operated  in  both  CA and
DA; mutation is  only  implemented in  CA during the  re-
production.  CA  is  updated  by  the  quality  indicator  in
IBEA which aims to guide the population to converge to
the  PF  quickly.  The  purpose  of  DA  is  to  add  more  di-
versity  to  the  population  in  the  high-dimensional  objec-
tive space.  Once DA overflows,  the new  -norm-based
diversity maintenance scheme is assigned to truncate DA.
The  sizes  of  CA  and  DA  are  fixed  by  their  updating
strategy  respectively.  With  the  less  encouraged  diversity
of CA, Two_Arch2 uses DA which maintains better bal-
ance on diversity and convergence as the final output.

 
 

Initialization

Stop
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satisfied?

Yes

No

End

Reproduction (cross-
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CA only)

Update CA by
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Update DA by

Pareto
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Fig. 1    Flow chart of Two_Arch2
 
 

2.2    Strengths and drawbacks

Two_Arch2  follows  the  idea  of  CA  and  DA  in  Two_
Arch,  and  it  assigns  different  selection  strategies  to  up-
date two archives.  Two_Arch2 is a hybrid MOEA based
on  indicator  and  Pareto  dominance.  As  a  result,
Two_Arch2 has improved the convergence ability by the
quality  indicator  in  CA  and  maintain  approving  dive-
rsity  by  the  Pareto-based  DA  compared  with  Two_
Arch.  However,  DA  is  updated  by  Pareto-dominance
which  is  known  as  losing  selection  pressure  in  high-
dimensional  objective  space.  Meanwhile,  CA  cannot
maintain  in  wide  diversity  because  the  environmental
selection  encourages  convergence  so  that  Two_Arch2
can only use DA as the final output. Although some indi-
viduals in CA may be selected into DA, DA cannot con-
verge because there is no convergence maintenance with-
in  DA,  which  immediately  impacts  the  performance  of
the  algorithm.  The  last  drawback  is  that  Two_Arch2
needs  to  assign  the  third  selection  strategy  in  DA  when
DA overflows,  which leads to  more computational  com-
plexity. In order to solve these problems, an ε-dominance
based Two_Arch2 algorithm is proposed in the following
section. 

3. Proposed algorithm
 

3.1    Framework

Balancing  convergence  and  diversity  is  the  main  goal
of  an  effective  many-objective  evolutionary  algorithm

Iε+

(MaOEA).  It  is  found  that  the  ε-dominance  relationship
can encourage a good performance on diversity which is
more effective than Pareto dominance relationship in high-
dimensional  objective space.  Then,  the boundary protec-
tion strategy based on the   indicator is assigned in up-
dating CA which could guide the population to converge
to  the  PF  and  promote  a  good  diversity  simultaneously.
Because  of  the  more  efficient  environmental  selection
mechanism in coevolution of two archives, the simulated
binary  crossover  (SBX)  and  polynomial  mutation  (PM)
are  both  adopted  to  generate  offspring  population  in  re-
production for searching more individuals in the real PF.
With  the  higher  selection  pressure  of  ε-dominance  rela-
tionship,  effective solutions can be selected into DA. As
the  iteration  progresses,  the  size  of  population  can  ex-
pend in a fast speed which results in increasing of the al-
gorithm complexity.
To solve this problem, a fast-update strategy including

the  Two_Arch  algorithm  framework  is  proposed  and
shown in Fig. 2. Different from the Two_Arch2, a novel
iteration  framework  is  developed  to  obtain  a  well  distri-
buted PF. Offspring generated by crossover and mutation
operation  in  reproduction  are  firstly  added  to  DA rather
than CA, then the union set  of another offspring and the
updated  DA  selected  based  on  the  ε-dominance  are  ad-
ded to CA for strengthening the diversity of CA popula-
tion. In next iteration, the solutions deleted by the selec-
tion  strategy  in  CA  will  be  removed  in  DA  synchro-
nously (the details of selection in DA and CA are shown
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in the following subsections). Therefore, the size of DA is
settled  and  fixed  by  fast-update  strategy.  Because  the
more distributional individuals of DA would be added to
CA  as  parent,  CA  could  maintain  better  diversity  and
coverage. Consequently, ε-Two_Arch2 uses CA as the fi-
nal  output.  The  pseudo-code  of  the  framework  is  shown
in Algorithm 1. With the proposed fast-update strategy, it
is  unnecessary  to  adopt  additional  environmental  selec-
tion  methods  for  population  truncation  when  DA  over-
flows,  which  leads  to  a  better  performance  of  algorithm
efficiency.
Algorithm 1 Pseudo-code of the framework

Iter O AD

AC N AD AC

1:  Parameters:  -iteration,  -offspring,  -DA,
-CA.  -the size of   and  .

AD AC2: Initialize   and 
i = 1 : Iter3: for 

O
AD AC AC

4: 　Generate offspring population   by making cros-
sover between   and   but mutation on   only

AD← AD
∪

O5: 　　

AD AD6: 　  = Updating_DA( )
AC ← AC

∪
AD7: 　　

(AC ,AD) AC ,AD,N8: 　  = Updating_CA( )
9: end

AC10: return  

 
 

Initialization

Output CA

Yes

No

End

Reproduction

(crossover and

mutation)

Update DA by

ε-domination

Fast-update strategy

Update CA by Iε+

with boundary

protection strategy

Stop
criterion
satisfied?

Fig. 2    Flow chart of ε-Two_Arch2
 

3.2    Diversity archive

f ,g ∈ R+m ∀i ∈ {1, · · · ,m} f
g εi > 0 f≻εg

Since the Pareto-dominance loses the quality of its envi-
ronmental selection on high-dimensional objective space,
the ε-dominance in ε-MOEA [8] is assigned as the selec-
tion  strategy  for  DA  in  this  paper  which  could  provide
sufficient selection pressure towards the PF. For minimiz-
ation problems, let  ,  ,   is said to
ε-dominate   ( , denoted by  ) if and only if

(1−εi) · fi ⩽ gi (1)

m R+mwhere   is the number of objectives,   is the normali-
zed objectives space.
In  the  step  of  updating  DA  in  ε-Two_Arch2,  the  off-

spring  generated  by  crossover  in  reproduction  are  firstly
added  to  DA.  Then,  the  proposed  algorithm  deletes  the
extra solutions in DA according to the ε-dominance. With
the  enhancing  quality  of  the  environmental  selection,
more solutions would be selected in DA, and the size of
DA  would  not  expend  by  adopting  the  fast-update
strategy,  which leads to lower complexity.  In each itera-
tion, DA is added to CA as parent, and the solutions that
are deleted by selection strategy in CA would also be de-
leted  in  next  iteration.  The  pseudo-code  of  the  updating
strategy in DA is shown in Algorithm 2.

ADAlgorithm 2 Updating_DA( )
ADInput:  -DA

UAD ADOutput:  -updated 
UAD1: Set an empty temporary population 

i = 1 : |AD|2: for 

x y AD3: 　Randomly choose   and   from 
x≻εy4: 　if 

x UAD5: 　　Add   to 
y≻εx6: 　else 

y UAD7: 　　Add   to 
8: 　end
9: end

UAD10: return  

3.3    Convergence archive

Iε+

To  achieve  a  better  performance  of  the  algorithm,
ε-Two_Arch2 needs  to  assign  an  archive  with  more  bal-
ance  on  convergence  and  diversity  as  final  output.  In-
spired by the indicator-based MaOEA with boundary pro-
tection MaOEA-IBP [31], a boundary protection strategy
based on   is assigned as the selection strategy in CA in
this  paper,  which  is  expected  to  ensure  convergence  of
the population to the PF and promote a better distribution
synchronously.

T Iε+
Iε+

The  pseudo-code  of  the  updating  strategy  in  CA  is
shown in Algorithm 3. To be specific, after the updating
in DA which selects individuals by ε-dominance, the uni-
on of the offspring generated during reproduction and the
updated  DA is  added  to  CA.  The  individuals  in  CA are
sorted by nondominated sorting, and the individuals with
the top rank level are selected to a temporary population
.  Then, the quality indicator    is  assigned as the first

selection  criterion,  the    indicator  value  of  each  two
solutions are calculated as follows:
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Iε+ (x,y) =minε( fi (x)−ε ⩽ fi (y)), i ∈ {1, · · ·,m}. (2)

Iε+
T x y

Iε+
Iε+ (x,y) < 0 x ≻ y Iε+ (y, x) < 0

x ≺ y y x
T

By  calculating    indicator  value  of  each  two  indi-
viduals in   based on (2), the pair of individuals   and 
which  have  the  minimum    value  are  recognized.  If

  which  means  ,  or    which
means  , then the dominated individual   or   is de-
leted from the population  . Otherwise, the second selec-
tion  strategy  should  be  assigned  to  select  individuals
in CA.

AC ,AD NAlgorithm 3 Updating_CA( , )
AC AD N ACInput:  -CA,  -DA,  -size of 

UAC AC UAD ADOutput:  -updated  ,  -updated 
T AC1:   = ParetoNondominationRank( )

d(x,C)
T

2:  Calculate  the  Euclidean  distance    between
each individual in   and the curve or surface C

|AD| > N3: while 
Iε+

Iε+ T

4:  Calculate  the    value  of  each  two  individuals  by
(2) and then find a pair of the individuals with the mini-
mum   value in 

Iε+ (x,y) < 05: 　if 
y T6: 　　Delete   from 

Iε+ (y, x) < 07: 　else if 
x T8: 　　Delete   from 

9: 　else
d(x,C) > d(y,C)10: 　　if 

y T11: 　　　Delete   from 
d(x,C) < d(y,C)12: 　　else if 
x T13: 　　Delete   from 

14: 　　else
x y15: 　　Randomly delete   or 

16: 　　end
17: 　end

UAC ← T18: 　
x y AD19: 　Delete   or   if it is also in 

UAD← AD20: 　
21: end

UAC UAD22: return  , 

d(x,C)
C

C

The  boundary  protection  strategy  is  the  second  selec-
tion criterion in environmental  selection of  MaOEA-IBP
which  is  inspired  by  the  knee  point-driven  evolutionary
algorithm  (KnEA)  [32].  The  Euclidean  distance 
between  the  individuals  and  a  curve  or  surface    is  as-
signed  to  measure  the  fitness  of  the  individuals.  The
curve or surface   is characterized as follows: m∑

i=1

( fi( x ))P


1
P

= 1 (3)

fi (x) (i ∈ {1,2, · · ·,m })
C P C LP

d(x,C)

where    is  a  vector  on  the  curve  or
surface  ,  and    is  the  curvature  of  .  Then,  the  -
norm  distance  [33]  is  adopted  to  approximate  .

LP C
d(x,C)

The  -norm  distance  between  the  points  on    and  the
origin is 1, and   is approximated as follows:

d (x,C) ≈
 m∑

i=1

( fi (x))P


1
P

−1. (4)

d(x,C)
C

d(x,C)
C

d(x,C)
T Iε+

T T N

The  smaller  value  of    means  that  it  is  closer
between  the  individual  and  the  curve  or  surface  .  And

 is assigned a negative value for individuals below
.  In  the  updating  process  of  CA,  the  individuals  with

larger   value are removed from temporary popula-
tion    if  the  quality  indicator   cannot  judge  which  is
superior.  If  both  selection  strategies  cannot  distinguish
the pair of individuals, an individual is randomly deleted
from  .  When  the  size  of  population    reaches  ,  the
updating process stops. 

4. Experimental design and results
 

4.1    Test problems and performance indicator

{4,5, · · ·,10}

n = k+m−1
k

n = k+m−1
k

In order to evaluate the performance of ε-Two_Arch2 on
MaOPs, DTLZ (proposed by Deb, Thiele, Laumanns, and
Zitzler) benchmark problems [34] and walking fish group
(WFG) benchmark problems [35] are assigned in this pa-
per,  which  also  are  the  two  most  widely  used  tunable
benchmark  problems.  More  specifically,  the  number  of
objectives is set in   which satisfies the defini-
tion  of  MaOPs.  Each  objective  function  of m-objective
DTLZ  test  problem  has    decision  variables,
and    is  set  to  be  5  for  DTLZ1  and  DTLZ3,  10  for
DTLZ2  and  DTLZ4.  Furthermore,  each  objective  func-
tion  of m-objective  WFG test  problem  has 
decision variables, and   is set to 20 based on the suggestion
from [36].
The  IGD  [36]  and  hypervolume  (HV)  [37]  both  are

widely  used  as  the  performance  indicators.  Because  the
computational complexity of the HV indicator is too high
for  the  MaOPs,  the  IGD is  assigned  as  the  performance
indicators  in  this  paper.  IGD  evaluates  the  convergence
and diversity  of  the  algorithm by calculating the  minim-
um  distance  between  each  individual  in  the  real  Pareto
optimal solution set and the optimal solution set obtained
by the algorithm. The smaller IGD values indicate a bet-
ter  convergence  and  diversity  performance  of  the  al-
gorithm. 

4.2    Compared algorithms and parameter settings

Two_Arch2  and  other  four  state-of-the-art  MaOEAs  are
selected for comparison to assess the performance of the
proposed ε-Two_Arch2. The four state-of-the-art MaOEAs
respectively  are  NSGA-III,  goals-considered  preference-
inspired  coevolutionary  algorithm  (PICEA-g)  [9],  shift-

160 Journal of Systems Engineering and Electronics Vol. 33, No. 1, February 2022



based  density  estimation  incorporated  in  SPEA2
(SPEA2+SDE)  [10],  and  grid-based  evolutionary  al-
gorithm (GrEA)  [14].  Two_Arch2  is  selected  as  a  refer-
ence  to  show  the  improvement  of  ε-Two_Arch2  on
MaOPs.  NSGA-III  is  the  newly-proposed  NSGA  al-
gorithm  with  reference  point  for  MaOPs.  PICEA-g  is  a
specific algorithm that coevolves a family of preferences
with  candidate  solutions.  SPEA2+SDE assigns  the  shift-
based  density  estimation  strategy  in  the  framework  of
SPEA2.  GrEA  exploits  the  potential  of  a  grid  to  handle
many-objective optimization problems.

GenMax

P

Because  of  the  particularity  of  the  reference  point  in
NSGA-III,  the  population  sizes  of  other  compared  al-
gorithms  are  set  the  same  as  that  of  NSGA-III.  The  ter-
mination  criterion  of  all  algorithm  is  appointed  as  the
maximum  generation  ( )  which  is  set  for  300.
Each algorithm runs 20 times independently on each test
problem. The SBX and PM [38] operators are adopted to
generate  offspring  population,  and  its  parameter  settings
are shown in Table 1. According to [8] and [32], the set-
tings of ε in (1) for ε-dominance in updating DA and   in
(4)  for  the  boundary  protection  strategy  in  updating  CA
are also shown in Table 1. 

4.3    Experimental results and analysis

The  experimental  results  are  shown  in  this  section.  The
average  values  of  IGD  results  which  are  generated  by
competing  algorithms  over  DTLZ1-DTLZ4  and  WFG1-
WFG9 test problems are listed in following tables. In ad-
dition, the numbers with bold face imply the best average
values  over  the  comparative  test  problems  with  a  given
objective  number.  And  the  numbers  in  brackets  follow-
ing  the  average  values  are  the  ranking  numbers  of  the
performance of competing algorithms.
Table  2  shows  the  average  values  of  IGD  results  of

compared algorithms on DTLZ1 test problems. NSGA-III
and SPEA2+SDE show the best performance on DTLZ1.
PICEA-g  and  GrEA  have  the  worst  IGD  values  with
more than six objectives. However, GrEA has better IGD
values  than  ε-Two_Arch2  with  four  and  five  objectives.
Compared  with  Two_Arch2,  ε-Two_Arch2  has  better
IGD values on DTLZ1.

 
 

Table 2    Average values of IGD results of the compared algorithms on DTLZ1

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

DTLZ1

4 0.261 5(5) 0.273 4(6) 0.040 1(1) 0.260 8(4) 0.133 6(3) 0.041 8(2)

5 0.251 8(4) 0.270 0(5) 0.062 0(2) 0.299 1(6) 0.198 5(3) 0.061 9(1)

6 0.242 0(3) 0.266 2(5) 0.117 6(2) 0.329 1(6) 0.252 1 (4) 0.079 3(1)

7 0.257 2(3) 0.263 6(4) 0.107 8(2) 0.385 7 (6) 0.327 3(5) 0.098 1(1)

8 0.251 7(3) 0.262 1(4) 0.130 4(2) 0.397 9(6) 0.389 1(5) 0.106 8(1)

9 0.260 5(3) 0.267 7(4) 0.247 6(2) 0.446 7(6) 0.401 2(5) 0.136 7(1)

10 0.273 2(3) 0.273 6(4) 0.109 8(1) 0.369 7(5) 0.393 7(6) 0.120 4(2)
 

Table  3  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on DTLZ2 test problems. PICEA-g
has the worst  performance on DTLZ2 with four  to  eight
objectives, and GrEA has the worst IGD values on DTLZ2

with more than eight objectives. ε-Two_Arch2 shows the
best performance on all the DTLZ2. NSGA-III has a bet-
ter  performance  than  Two_Arch2  on  all  the  DTLZ2
which can prove the improvement of ε-Two_Arch2.

 
 

Table 3    Average values of IGD results of the compared algorithms on DTLZ2

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

DTLZ2

4 0.105 5(1) 0.137 7(4) 0.116 1(2) 0.188 0(6) 0.124 7 (3) 0.141 8(5)

5 0.139 4(1) 0.218 3(5) 0.189 7(2) 0.258 3(6) 0.190 2(3) 0.208 9(4)

6 0.173 6(1) 0.294 0(5) 0.257 2(3) 0.321 8(6) 0.254 9(2) 0.266 5(4)

7 0.202 9(1) 0.362 7(5) 0.331 8(3) 0.410 1(6) 0.326 2(2) 0.333 1(4)

8 0.227 3(1) 0.424 8(5) 0.355 8(3) 0.460 9(6) 0.401 5(4) 0.345 5(2)

9 0.233 1(1) 0.480 4(3) 0.492 4(4) 0.716 9(5) 0.812 1(6) 0.414 0(2)

10 0.280 8(1) 0.519 2(5) 0.380 6(3) 0.451 3(4) 0.978 1(6) 0.356 1(2)

 

Table 1    Parameter settings of algorithm units

Parameter Value
Crossover probability 1.0
Mutation probability 1/n

ε in (1) 0.06
P in (4) 0.3
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Table  4  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on DTLZ3 test problems. GrEA and
NSGA-III  have  the  worst  performance  on  DTLZ3,  al-
though  NSGA-III  is  in  rank  2  with  less  than  six  object-
ives.  SPEA2+SDE  is  in  rank  2  with  more  than  five  ob-

jectives.  PICEA-g  only  has  a  better  performance  than
GrEA on  DTLZ3.  Two_Arch2  has  a  better  performance
than  NSGA-III  with  more  than  five  objectives,  and  ε-
Two_Arch2  shows  the  best  performance  on  all  the
DTLZ3.

 
 

Table 4    Average values of IGD results of the compared algorithms on DTLZ3

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

DTLZ3

4 0.095 8(1) 0.133 5(3) 0.117 0(2) 0.516 7(5) 0.839 6(6) 0.140 9(4)

5 0.138 4(1) 0.209 1(3) 0.192 7(2) 0.589 9(5) 0.849 9(6) 0.207 1(4)

6 0.181 5(1) 0.282 7(3) 1.370 0(6) 0.702 4(4) 1.105 8(5) 0.268 3(2)

7 0.206 9(1) 0.348 1(3) 0.791 9(4) 0.848 9(5) 1.946 3(6) 0.342 5(2)

8 0.220 0(1) 0.412 9(3) 1.850 6(5) 0.866 0(4) 3.740 6(6) 0.345 4(2)

9 0.240 9(1) 0.469 2(3) 8.780 5(6) 0.995 1(4) 2.589 2(5) 0.431 4(2)

10 0.258 5(1) 0.517 5(3) 1.633 5(6) 0.930 2(5) 1.592 8(5) 0.353 8(2)
 

Table  5  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on DTLZ4 test problems. PICEA-g
has  the  worst  performance  on  DTLZ4  with  less  than  10
objectives  and  GrEA  shows  the  worst  IGD  results  on
DTLZ4 with 10 objectives. SPEA2+SDE is in rank 2 on
DTLZ4  with  more  than  seven  objectives.  NSGA-III  has

better IGD results than Two_Arch2 on DTLZ4 with four
and five objectives. Two_Arch2 shows a better perform-
ance than NSGA-III  on DTLZ4 with more than five ob-
jectives. For DTLZ4 with more than seven objectives, ε-
Two_Arch2 is  the best-performance algorithm on all  the
DTLZ4.

 
 

Table 5    Average values of IGD results of the compared algorithms on DTLZ4

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

DTLZ4

4 0.101 5(1) 0.138 8(2) 0.149 8(4) 0.210 7(6) 0.193 2(5) 0.143 8(3)

5 0.130 9(1) 0.222 2(4) 0.195 3(3) 0.301 5(6) 0.192 6(2) 0.228 2(5)

6 0.162 1(1) 0.301 6(4) 0.303 2(5) 0.340 2(6) 0.257 0(2) 0.281 1(3)

7 0.187 3(1) 0.372 7(5) 0.364 7(4) 0.489 4(6) 0.307 1(2) 0.340 8(3)

8 0.189 0(1) 0.436 0(6) 0.394 4(4) 0.426 1(5) 0.385 5(3) 0.349 9(2)

9 0.259 6(1) 0.499 7(5) 0.469 5(3) 0.555 4(6) 0.486 2(4) 0.442 4(2)

10 0.307 9(1) 0.534 9(5) 0.407 7(3) 0.410 7(4) 0.538 9(6) 0.371 4(2)
 

Table  6  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared  algorithms  on  WFG1 test  problems.  WFG1 is
the  problem  that  has  the  most  transformation  functions
among  the  WFG  benchmark  problems,  so  that  perform-
ing  a  good  diversity  is  a  challenge  for  the  MaOEAs.
NSGA-III  shows the best  performance on all  the  object-
ives of WFG1 test problems. Unexpectedly, SPEA2+SDE

is in rank 2 on WFG1 with four to seven objectives and
nine  to  ten  objectives,  PICEA-g  is  in  rank  2  on  WFG1
with  eight  objectives.  ε-Two_Arch2  has  the  worst  per-
formance  on  all  of  the  WFG1  test  problems,  and
Two_Arch2 has better IGD values than ε-Two_Arch2 on
all of the WFG1 test problems.
 

 
 

Table 6    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG1

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG1

4 1.924 9(6) 1.368 1(5) 0.291 5(1) 0.362 0(3) 0.426 1(4) 0.312 4(2)

5 2.120 7(6) 1.605 0(5) 0.435 5(1) 0.516 8(3) 0.563 5(4) 0.480 3(2)

6 2.332 5(6) 1.740 0(5) 0.640 2(1) 0.736 8(3) 0.863 6(4) 0.693 2(2)

7 2.550 7(6) 2.016 4(5) 0.873 9(1) 0.993 2(3) 1.268 5(4) 0.973 2(2)

8 2.838 7(6) 2.161 7(5) 1.083 0(1) 1.325 4(2) 1.977 1(4) 1.442 7(3)

9 3.212 3(6) 2.491 5(5) 1.273 2(1) 2.138 5(4) 2.121 4(3) 1.762 3(2)

10 3.406 6(6) 2.762 1(4) 1.346 3(1) 2.827 1(5) 2.155 1(3) 1.837 6(2)
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Table  7  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared  algorithms  on  WFG2  test  problems.  In  WFG
benchmark  problems,  WFG2  is  the  only  disconnected
problem.  NSGA-III  shows  the  best  performance  on
WFG2  with  four  objectives.  ε-Two_Arch2  has  the  best
IGD values on WFG2 with six, seven and ten objectives.
GrEA shows the best IGD results on WFG2 with five ob-

jectives  and  Two_Arch2  has  the  best  performance  on
WFG2  with  eight  and  nine  objectives,  followed  by  ε-
Two_Arch2,  but  Two_Arch2  shows  the  worst  IGD  re-
sults  on  WFG2  with  four  and  five  objectives.  PICEA-g
shows the worst IGD values on WFG2 with six and eight
to  ten  objectives,  SPEA2+SDE  has  the  worst  perform-
ance on WFG2 with seven objectives.

 
 

Table 7    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG2

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG2

4 0.603 5(4) 0.759 8(6) 0.354 2(1) 0.679 9(5) 0.464 9(3) 0.432 5(2)

5 0.671 8(3) 1.061 0(6) 0.626 9(2) 0.837 9(5) 0.600 3(1) 0.690 8(4)

6 0.833 2(1) 1.069 2(4) 0.973 8(3) 1.108 5(6) 0.896 7(2) 1.085 1(5)

7 1.024 5(1) 1.101 6(2) 1.132 6(3) 1.673 2(5) 1.334 6(4) 1.678 4(6)

8 1.191 8(2) 1.086 1(1) 1.314 8(3) 2.129 1(6) 1.450 4(4) 1.879 2(5)

9 1.424 4(2) 1.374 6(1) 1.424 5(3) 2.689 5(6) 1.664 1(4) 2.349 8(5)

10 1.549 6(1) 1.591 3(3) 1.575 8(2) 2.827 1(6) 1.879 6(4) 2.472 3(5)
 

Table  8  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared  algorithms  on  WFG3 test  problems.  WFG3 is
the  connected  version  of  WFG2.  GrEA  shows  the  best
and  outstanding  performance  than  other  compared  al-
gorithms  on  WFG3  with  more  than  six  objectives,  and
PICEA-g has the best performance on WFG3 with fewer

than seven objectives. SPEA2+SDE shows the worst per-
formance  on  WFG3  with  more  than  four  objectives.  ε-
Two_Arch2 shows the worst performance on WFG3 with
four  objectives,  but  it  has  better  IGD  values  than
Two_Arch2 on WFG3 with more than six objectives and
ε-Two_Arch2 is in rank 2 on WFG3 with seven objectives.

 
 

Table 8    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG3

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG3

4 0.401 5(6) 0.230 2(3) 0.259 5(4) 0.105 1(1) 0.188 6(2) 0.391 7(5)

5 0.464 1(4) 0.436 8(3) 0.482 6(5) 0.161 9(1) 0.175 0(2) 0.747 6(6)

6 0.693 9(5) 0.668 0(4) 0.431 6(3) 0.136 7(1) 0.157 6(2) 0.957 3(6)

7 0.702 1(2) 0.855 8(4) 0.887 4(5) 0.830 1(3) 0.238 5(1) 1.463 2(6)

8 1.060 5(3) 1.127 4(4) 0.963 7(2) 1.354 4(5) 0.280 2(1) 1.738 3(6)

9 1.183 7(3) 1.341 5(4) 0.967 4(2) 1.476 2(5) 0.306 7(1) 1.932 5(6)

10 1.216 2(3) 1.481 1(4) 0.993 3(2) 1.919 6(5) 0.464 9(1) 1.969 2(6)
 

Table  9  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on WFG4 test problems. WFG4 is a
multimodal problem so that aggregation functions cannot
jump out of those local optimal sets, which results in the
worst  performance  of  PICEA-g  on  all  the  WFG4  test
problems.  SPEA2+SDE  and  Two_Arch2  also  show

worse IGD values on all the WFG4 test problems. NSGA-
III  has  the  best  performance  on  WFG4  with  ten  object-
ives,  however,  ε-Two_Arch2  is  the  best-performing  al-
gorithm on  WFG4 with  four  to  nine  objectives  and  per-
forms better than Two_Arch2 and GrEA on all the WFG4
test problems.

 
 

Table 9    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG4

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG4

4 0.539 6(1) 0.653 9(4) 0.604 7(3) 0.777 6(6) 0.590 4(2) 0.705 0(5)

5 1.065 9(1) 1.238 1(4) 1.124 3(3) 1.341 4(6) 1.067 5(2) 1.241 4(5)

6 1.487 8(1) 1.904 7(5) 1.762 6(3) 3.469 4(6) 1.622 7(2) 1.841 1(4)

7 2.113 2(1) 2.688 1(5) 2.473 5(2) 3.984 2(6) 2.532 1(3) 2.674 2(4)

8 2.049 4(1) 3.470 3(5) 2.987 9(3) 4.370 5(6) 2.853 4(5) 2.989 1(4)

9 2.571 7(1) 4.349 9(5) 2.873 4(2) 5.031 2(6) 3.159 5(3) 3.684 9(4)

10 3.069 4(2) 5.196 0(5) 2.798 9(1) 5.250 1(6) 3.825 1(3) 3.838 7(4)
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Table  10  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on WFG5 test problems. WFG5 is a
deceptive  problem.  PICEA-g  shows  the  worst  IGD  va-
lues on WFG5 with fewer than eight objectives and Two_
Arch2  has  the  worst  performance  on  WFG5  with  more

than  seven  objectives.  SPEA2+SDE also  shows  a  worse
performance  on  all  the  WFG5 test  problems  which  rank
in 3, 4, and 5. ε-Two_Arch2 shows the best IGD values on
all  the  WFG5  test  problems  with  significant  advantage,
followed by NSGA-III and GrEA which rank in 2 and 3.

 
 

Table 10    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG5

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG5

4 0.217 2(1) 0.661 9(4) 0.595 5(3) 0.801 4(6) 0.594 0(2) 0.715 7(5)

5 0.770 4(1) 1.224 6(4) 1.117 9(3) 1.370 1(6) 1.083 4(2) 1.254 2(5)

6 0.870 5(1) 1.898 1(5) 1.716 7(3) 2.077 3(6) 1.653 5(2) 1.836 9(4)

7 1.318 4(1) 2.628 7(5) 2.135 6(2) 2.890 4(6) 2.457 3(3) 2.487 4(4)

8 1.328 1(1) 3.443 8(6) 2.953 8(4) 3.316 7(5) 2.855 1(2) 2.909 7(3)

9 1.630 6(1) 4.297 2(6) 2.838 1(2) 3.598 2(5) 3.390 4(3) 3.492 8(4)

10 2.120 1(1) 5.083 8(6) 2.702 4(2) 3.842 3(4) 3.861 2(5) 3.733 5(3)
 

Table  11  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on WFG6 test problems. WFG6 is a
nonseparable-reduced problem. PICEA-g and Two_Arch2
both perform badly on this problem and show worse IGD
values on all the WFG6 test problems. GrEA is in rank 2
on WFG6 with fewer than nine objectives and NSGA-III

is  in  rank  2  on  WFG6  with  more  than  eight  objectives.
SPEA2+SDE is  in  rank  3  on  WFG6 with  more  than  six
objectives. ε-Two_Arch2 has the best performance on all
the  WFG6  test  problems  with  considerable  preponder-
ance compared with other algorithms.
 

 
 

Table 11    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG6

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG6

4 0.376 8(1) 0.675 1(4) 0.617 5(3) 0.837 0(6) 0.615 9(2) 0.753 4(5)

5 0.790 5(1) 1.252 7(4) 1.137 7(3) 1.427 5(6) 1.108 0(2) 1.316 3(5)

6 0.871 5(1) 1.937 4(4) 1.731 8(3) 2.117 3(6) 1.643 1(2) 1.920 3(5)

7 1.369 5(1) 2.672 2(4) 2.672 3(5) 2.895 2(6) 2.364 9(2) 2.487 5(3)

8 1.594 3(1) 3.491 0(5) 3.017 6(4) 3.513 4(6) 2.880 9(2) 2.982 5(3)

9 2.032 6(1) 4.308 4(6) 2.893 1(2) 3.768 6(5) 3.478 4(4) 3.271 8(3)

10 2.600 2(1) 5.042 6(6) 2.791 3(2) 3.943 3(5) 3.869 9(4) 3.644 3(3)
 

Table  12  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared  algorithms  on  WFG7 test  problems.  WFG7 is
both  uni-modal  and separable.  NSGA-III  shows the  best
IGD values on WFG7 with four, nine, and ten objectives,
GrEA has the best performance on WFG7 with five, six,
and  eight  objectives,  PICEA-g  shows  the  best  IGD  re-
sults on WFG7 with seven objectives. SPEA2+SDE also

has  well  performance  that  is  in  rank  3  on  WFG7  with
fewer  than  seven  objectives  and  is  in  rank  2  on  WFG7
with  more  than  six  objectives.  ε-Two_Arch2  shows  the
worst IGD values on WFG7 with less than seven object-
ives, and it has a better performance than Two_Arch2 on
WFG7 with more than six objectives.
 

 
 

Table 12    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG7

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG7

4 1.213 7(6) 0.970 8(5) 0.584 1(1) 0.855 4(4) 0.604 8(2) 0.712 7(3)

5 2.096 0(6) 1.685 3(5) 1.109 9(2) 1.414 2(4) 1.084 4(1) 1.251 1(3)

6 2.475 8(6) 2.054 1(4) 1.697 8(2) 2.288 1(5) 1.609 3(1) 1.814 5(3)

7 3.440 6(5) 3.613 7(6) 2.439 1(3) 2.387 4(1) 2.463 9(4) 2.398 2(2)

8 3.070 0(4) 4.385 4(6) 2.977 1(3) 3.398 9(5) 2.839 2(1) 2.883 8(2)

9 3.820 3(5) 4.615 6(6) 2.901 0(1) 3.475 6(3) 3.573 5(4) 3.387 3(2)

10 4.648 5(5) 5.604 8(6) 2.839 0(1) 3.731 9(3) 3.776 6(4) 3.630 7(2)
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Table  13  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on WFG8 test problems. WFG8 is a
hard  nonseparable  problem.  GrEA  shows  the  best  IGD
values  on  WFG8  with  four  to  seven  objectives.  ε-
Two_Arch2  has  the  worst  performance  on  WFG8  with
four  and  five  objectives,  and  PICEA-g  shows  the  worst
IGD  values  on  WFG8  with  six  and  eight  objectives.

However,  ε-Two_Arch2  has  the  best  IGD  values  on
WFG8  with  eight  objectives.  And  NSGA-III  shows  the
best performance on WFG8 with nine and ten objectives.
SPEA2+SDE  is  in  rank  2  on  WFG8  with  four  to  eight
and  ten  objectives.  ε-Two_Arch2  shows  better  IGD  va-
lues than Two_Arch2 on WFG8 with more than five ob-
jectives.

 
 

Table 13    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG8

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG8

4 1.478 7(6) 1.251 1(4) 1.387 7(5) 0.889 9(3) 0.762 5(1) 0.816 6(2)

5 2.278 9(6) 1.907 2(5) 1.872 0(4) 1.607 1(3) 1.279 2(1) 1.406 5(2)

6 2.544 3(4) 2.692 5(5) 2.322 2(3) 2.836 8(6) 1.792 3(1) 2.031 8(2)

7 3.327 4(4) 3.507 5(6) 2.831 9(3) 3.489 2(5) 2.587 1(1) 2.677 2(2)

8 3.014 2(1) 4.187 3(5) 3.187 2(3) 4.222 3(6) 3.251 0(4) 3.069 6(2)

9 3.551 1(2) 5.191 1(6) 3.391 8(1) 5.190 1(5) 3.789 3(4) 3.675 8(3)

10 4.028 4(3) 6.123 0(6) 3.708 4(1) 5.575 7(5) 4.168 2(4) 3.915 9(2)

 

Table  14  shows  the  average  values  of  IGD  results  of
compared algorithms on WFG9 test problems. WFG9 is a
nonseparable-reduced  problem.  Two_Arch2  shows  the
worst performance on WFG9 with more than four object-
ives  and  PICEA-g  also  shows  the  worst  IGD  values  on
WFG9  with  four  objectives.  ε-Two_Arch2  has  the  best

performance  on  WFG9  with  four,  six,  and  seven  objec-
tives. Furthermore, NSGA-III shows the best IGD values
on WFG9 with  five,  nine,  and ten objectives,  and GrEA
has the best performance on WFG9 with eight objectives.
However,  SPEA2+SDE has a better performance than ε-
Two_Arch2 on WFG9 with more than seven objectives.

 
 

Table 14    Average values of IGD results of the compared algorithms on WFG9

Problem Number of objectives ε-Two_Arch2 Two_Arch2 NSGA-III PICEA-g GrEA SPEA2+SDE

WFG9

4 0.572 4(1) 0.780 1(5) 0.615 6(3) 0.780 5(6) 0.594 5(2) 0.691 2(4)

5 1.166 2(2) 1.391 5(6) 1.158 9(1) 1.288 3(5) 1.122 2(3) 1.232 3(4)

6 1.384 5(1) 2.093 0(6) 1.825 7(3) 1.897 8(5) 1.724 4(2) 1.851 3(4)

7 2.151 7(1) 2.932 2(6) 2.456 3(3) 2.773 9(4) 2.344 8(2) 2.683 2(5)

8 3.453 2(5) 3.634 8(6) 3.025 8(3) 3.287 7(4) 2.999 8(1) 3.019 2(2)

9 4.431 8(5) 4.544 0(6) 3.032 1(1) 3.976 3(4) 3.464 4(2) 3.647 0(3)

10 5.280 6(5) 5.598 1(6) 3.039 9(1) 4.191 4(4) 3.930 1(3) 3.783 1(2)

 

In summary, ε-Two_Arch2 and NSGA-III  are  the two
best-performing  algorithms  on  DTLZ  test  problems.
NSGA-III has the best IGD values on all the DTLZ1 test
problems, and ε-Two_Arch2 shows the best performance
on all the DTLZ2, DTLZ3 and DTLZ4 test problems. The
parallel  coordinate  plots  of  the  best  solutions  sets  ob-
tained by ε-Two_Arch2 and NSGA-III on the DTLZ test
problems  with  ten  problems  are  shown  in  Fig.  3.  It  is
clear to find that ε-Two_Arch2 extends more areas of the
entire PF than NSGA-III on DTLZ2-4 test problems. Fur-
thermore, ε-Two_Arch2 outperforms Two_Arch2 on IGD

values of all  the DTLZ test  problems which can demon-
strate  the  effectiveness  of  the  ε-dominance  and  the
boundary  protection  strategy.  Focused  on  the  experi-
ments on the WFG problems, it is harder to maintain the
diversity and convergence for the selected algorithms be-
cause of more transformation functions. Except from the
WFG1 and  WFG3 test  problems, ε-Two_Arch2  has  bet-
ter  distribution  and  convergence,  and  it  shows  the  best
IGD  values  on  all  the  WFG5  and  WFG6  test  problems.
Compared  with  Two_Arch2,  ε-Two_Arch2  has  better
IGD values except from WFG1.
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Fig. 3    Parallel coordinate plot of the best solution set obtained by
ε-Two_Arch2  and  NSGA-III  on  DTLZ test  problems  with  ten  ob-
jectives

 

(a) ε-Two_Arch2 on DTLZ1 with ten objectives
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4.4    Effectiveness of the fast-update strategy

O (DN) D
N

O
(
NlogN

)
Iε+ (x,y)

The purpose of the fast-update strategy is decreasing the
computational  complexity  which  contains  the  procedure
of  updating  DA and  CA.  The  proposed ε-Two_Arch2  is
mainly  composed  of  three  parts:  reproduction,  updating
DA, and updating CA. In reproduction, the SBX and PM
operators  are  adopted  to  generate  offspring,  which  con-
sumes  a  computational  complexity  of  ,  where 
and   are the number of decision variables and the popu-
lation  size,  respectively.  In  updating  DA,  the  proce-
dure  of  ε-dominance  requires    computations.
In updating CA, the computational complexity of 

d(x,C) O
(
mN2) O (mN)

O
(
mN2)

max{O
(
Nlogm−2N

)
,O(mN2 )}

and    calculation  is    and  ,  respect-
ively.  Overall,  the  computational  complexity  of  the  ε-
Two_Arch2 is  . As a contrast, the complexity of
Two_Arch2 is  . The compu-
tation  times  comparison  between  ε-Two_Arch2,
Two_Arch2  and  ε-Two_Arch2  without  fast-update
strategy  (*ε-Two_Arch2)  on  DTLZ and  WFG test  prob-
lems is shown in Fig. 4. It can be easily observed that ε-
Two_Arch2 costs less computation time than Two_Arch2
and *ε-Two_Arch2 on all the DTLZ and WFG test prob-
lems which can demonstrate the effectiveness of the fast-
update strategy.
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5. Conclusions

Iε+

P

In  this  paper,  an  ε-dominance  based  Two_Arch2  al-
gorithm  is  proposed  to  solve  MaOPs,  called  ε-
Two_Arch2.  Firstly,  ε-Two_Arch2  adopts  ε-dominance
as the selection strategy in DA to decrease the loss of the
individuals on PF and enhance the selection pressure. To
obtain a more balanced archive as final output of the pro-
posed algorithm, a boundary protection strategy based on

  indicator  is  assigned  to  update  the  CA  which  can
maintain satisfactory distribution and convergence. In ad-
dition,  a  fast-update  strategy  is  proposed  to  preserve  the
population size and decrease the computational complex-
ity.  Finally, ε-Two_Arch2 shows a competitive perform-
ance  with  the  compared  MaOEAs  through  comparative
experiments.  However,  ε-Two_Arch2  has  no  satisfac-
tory performance on several WFG problems, because the
allocations  of  ε  and    are  not  adaptive.  The  more  effi-
cient and non-parametric environmental selection scheme
would be assigned on two archives in the future work.
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