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Abstract: The  maintenance  model  of  simple  repairable  system
is studied. We assume that there are two types of failure, namely
type  I  failure  (repairable  failure)  and  type  II  failure  (irrepairable
failure). As long as the type I failure occurs, the system will be re-
paired  immediately,  which  is  failure  repair  (FR).  Between  the

th and the th FR, the system is supposed to be prevent-
ively  repaired  (PR)  as  the  consecutive  working  time  of  the  sys-
tem reaches , where  and  are specified values. Further,
we assume that the system will go on working when the repair is
finished and will be replaced at the occurrence of the th type I
failure or the occurrence of the first type II failure, whichever oc-
curs first.  In  practice,  the system will  degrade with the increas-
ing number  of  repairs.  That  is,  the  consecutive  working time of
the  system  forms  a  decreasing  generalized  geometric  process
(GGP)  whereas  the  successive  repair  time  forms  an  increasing
GGP.  A  simple  bivariate  policy  repairable  model  is  intro-
duced based on GGP. The alternative searching method is used
to  minimize  the  cost  rate  function ,  and  the  optimal

 is  obtained.  Finally,  numerical  cases  are  applied  to
demonstrate the reasonability of this model.
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1. Introduction
Power systems and network systems are closely related to
the  modern  life.  Once  these  systems  fail,  people’s lives
and work will be paralyzed. In order to improve the sys-
tem stability, reduce the probability of system failure and
upgrade the operation efficiency, we try to find an optimal
maintenance model and the corresponding optimal policy.
Take the production line of a food processing plant for

example. Once the system fails, the entire plant will stop
running. The downtime loss is very huge. Therefore, how

to minimize the sudden failure rate of the production line
is  an  urgent  problem we have  to  consider.  If  an  optimal
model  of  the production line and its  optimal  strategy re-
sult in the lowest operation cost or a higher rate of return
of  a  production  circle  which  starts  from the  work  to  the
replacement of the production line, this will have a great
impact on the factory, reducing the production cost. In the
increasingly  fierce  food  processing  market,  cost  reduc-
tion  is  an  effective  strategy  to  gain  competitive  advan-
tages and compete against others. Therefore, reducing the
cost  while  maintaining  quality  and  quantity  of  the
products  are  the  important  goals  pursued  by  the  factory.

T

N

Generally,  the  perfect  maintenance  model  is  fre-
quently studied, in which a failed system after repair will
be  as  good  as  new.  However,  this  does  not  suit  all  the
systems.  Another  minimum  maintenance  model  is  pro-
posed as well, which means that the system can continue
to work after  being repaired but  the system performance
will  degrade[1,2].  Moreover,  for  some systems,  it  is  un-
realistic  to  have  a  person  observe  their  status  for  24
hours. Then, Barlow et al. first came up with a model to
detect  the  status  of  the  system  at  some  specific  time
points [3]. This model can effectively reduce the system’s
sudden failure rate, thus reducing the unit cost of the sys-
tem  operation.  Nakagawa  introduced  a  model  in  which
the  system  is  periodically  checked  to  decide  whe-
ther  it  needs  to  be  replaced,  and  the  optimal  detection
number  that  minimizes  the  system operating  cost  also  is
given [4]. Later on, Vaurio put forward a periodic inspec-
tion  model  with  preventively  repaired  (PR)  actions  for
normal operating systems and safety standby systems [5].
Cheng and Li also presented a periodic inspection model
based  on  the  geometric  process  (GP)  for  simple  repair-
able  systems [6].  In  their  model,  the  system is  supposed
to  be  repaired  when  its  working  time  reaches    or  en-
counters  a  failure,  and  it  should  be  replaced  when  the
number of failures reaches the fixed times  .
In  practice,  the  accumulation  of  operation  times,

 
Manuscript received June 20, 2020.
*Corresponding author.
This work was supported by the National Natural Science Foundation

of China (61573014) and the Fundamental Research Funds for the Cen-
tral Universities (JB180702).
 

Journal of Systems Engineering and Electronics

Vol. 32, No. 3, June 2021, pp.631 – 641



T
N

coupled with the increasing number of failure repair (FR)
and  the  effect  of  environment,  will  cause  loss  to  many
systems. In other words, the consecutive working time of
the system randomly decreases after  FR while the repair
time  interval  increases  unexpectedly.  The  GP  was  pro-
posed  in  [7,8]  to  model  these  monotonic  processes.  In
Lam’s study, the system will be replaced when the work-
ing  time  of  the  system  reaches    or  the  failure  number
reaches   (only considering repairable failures). The GP
is theoretically reasonable and it has also been verified in
numerical  examples.  Lam et  al.  applied  the  GP to  simu-
late a real data set. By comparing the GP with the homo-
geneous  Poisson  process  and  two  non-homogeneous
Poisson processes, it is shown that the result based on the
GP is better than the others in the simulation of the data
set  [9].  The  monotonic  process  modelled  by  the  GP  is
uniformly decreasing, that is, the expectation of the con-
secutive  working  time  of  the  system  is  uniformly  redu-
cing  with  the  increasing  number  of  failures.  However,
that  is  unreasonable,  because there are many factors that
cause  the  loss  of  the  system  to  be  different  each  time,
such as the influence of the cumulative effect of the fail-
ures, the degree of each failure and the difference of each
maintenance  team,  as  well  as  the  effect  after  the  repair.
Many  researchers  have  been  devoted  to  improving  GP.
The  generalized  GP  (GGP)  was  proposed  in  [10,11].  In
GGP,  the  geometric  ratio  of  every  repair  is  different,
which is more reasonable.

N I II

II I

Considering  the  maintenance  and  replacement  of  the
system, many people have done research on two inspec-
tion models, including periodic inspection and random in-
spection. In [12], Wang considered two types of checks in
the  delay  time  setting.  Nakagawa  et  al.  summarized  the
strategies  for  periodic  inspection  and  random  inspection
[13].  Chen et al.  applied periodic and random inspection
strategies  to  computer  systems  [14].  Cheng  and  Li  stu-
died the GP maintenance model proposed by Lam. They
assumed  that  when  the  system  failed,  it  can  be  detected
by  inspection  [6].  Chen  et  al.  introduced  two  kinds  of
failure  competition,  which  are  degradation  failure  and
sudden failure. The preventive maintenance is carried out
when the system performance level  is  degraded within a
certain  range,  the  degradation failure  repair  maintenance
is  carried  out  when  the  components  are  completely  de-
graded, and the sudden failure repair maintenance is per-
formed when the system performance level is in a certain
range [15].  In those researches,  they dealt  with only one
failure  type.  However,  it  is  not  enough  to  consider  only
one failure type in real life. Sheu et al. introduced a gen-
eralized replacement model,  which attempts to deal  with
two  failure  types.  And  the  system  is  replaced  when  the
th type   failure or the first type   failure occurs, which-

ever  occurs  first.  And  the  probability  of  occurrence  of
type    failure  is  related  to  the  number  of  type   failure

that has occurred since the last replacement [16,17].
Based on the above research, it can be found that regu-

lar  inspection  and  preventive  repair  of  the  running  sys-
tem  can  effectively  reduce  the  system’s  sudden  failure
rate  and  extend  its  life.  Therefore,  it  is  a  meaningful
measure  to  consider  preventive  repair  and  FR  together.
For  more  information  on  the  application  of  preventive
maintenance, please refer to [18−21]. Considering the ef-
fects  of  FR  and  cumulative  operation  of  the  system,  the
system is gradually deteriorating. Therefore, the continu-
ous working time of  the  system decreases  randomly and
the  continuous  repair  time  increases  randomly.  Com-
pared  with  GP  and  extended  GP  (EGP),  GGP  are  more
extensive.  More  applications  of  GP  and  EGP  can  be
found in [22−29]. The GP describes a monotonic process
of  uniform  deterioration,  which  is  obviously  more  lim-
ited.  The  EGP combines  the  “perfect  repair  model”  and
the  deterioration  model  after  repair.  Among  them,  the
monotonic  process  is  described  by  the  GP.  This  model
considering two situations of repair, which are “repair as
new” and uniform deterioration. While the GGP can de-
scribe the monotonic process that its degree of deteriora-
tion  has  gradually  increased  unevenly.  The  deterioration
process  depends  on  the  environment,  conditions  and  ef-
fects of each FR, that is, it is reasonable that the degree of
deterioration is increasing. With the increasing number of
failures, the system becomes worse, and the degree of de-
terioration  becomes  larger.  Therefore,  the  GGP  can  be
broader  and  more  reasonable  to  describe  the  monotonic
process  with  different  degrees  of  deterioration.  In  addi-
tion,  considering  two  replacement  modes,  the  mainten-
ance model of the system is more abundant.
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This  paper  introduces  an  optimal  policy  to  solve  this
problem. We consider the model with two kinds of repair,
which are PR and FR. When the system breaks down be-
fore the due testing time, it is assumed that there are two
types of failure, namely type   and type  . As long as the
type   failure occurs, the system will be FR. Between the

th and the  th FR, the system is supposed to be PR
as  the  consecutive  working  time  of  the  system  reaches

,  where   and     are  specified  values.  That  is,  the
time interval of inspection is  , and   is an indicator
meaning that the detection interval is shortened, and   is
a  parameter.  The  system  will  go  on  working  as  soon  as
the  repair  is  finished  and  will  be  replaced  at  the  occur-
rence of the  th type   failure or the first type   failure,
whichever  happens  first.  In  practice,  the  system will  de-
grade with the increasing number of repairs.  That  is,  the
consecutive working time of the system forms a decreas-
ing process, while the time interval of repairs forms an in-
creasing process. The GGP is used to illustrate these two
processes, and a simple bivariate policy repairable model
is  introduced  based  on  GGP.  The  alternative  searching
method is used to minimize the cost rate function  ,
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(T,N)∗then the optimal   is obtained. Finally, the numerical
cases are applied to demonstrate the reasonability of this
model.
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Section  2  is  devoted  to  the  model  establishment.  Sec-
tion 3 is devoted to the optimizing of the objective func-
tion,  and  an  algorithm  is  presented  to  find  the  optimal
solution  .  Section  4  includes  the  numerical  ex-
amples and the conclusions are given in Section 5. 

2. Model analysis
 

2.1    Definitions

We give the definitions of stochastic order, GP and GGP.
X Y

t
Definition 1　Given two random variables   and  , if

for all  , there is

P(X ⩾ t) > P (Y ⩾ t) ,

X Y
X>stY X<stY

then   is said to be stochastically larger than  , which is
denoted as   or   [30].

{Mk, k =
1, 2, · · ·} n
Definition  2　 Given  a  random  process 

, for all  , there is

Mk⩽st(⩾st)Mk+1.

{Mk, k = 1, 2, · · ·}Then,   is called the randomly increas-
ing (decreasing) process.

{Mk,k ⩾ 1} a > 0
Definition  3　 A  sequence  of  non-negative  random

variables   is said to be a GP with ratio  , if
(i) the random variables are mutually independent;

k ⩾ 1
Mk Qk (t)=Q

(
ak−1t

)
Q1 (t)=

Q(t)

(ii)  for  all  integers  ,  the  cumulative  distribution
function  (CDF)  of   is    and  

.
a > 1 {Mk,k ⩾ 1}

a < 1 {Mk,k ⩾ 1} a = 1
{Mk,k ⩾ 1}

When  ,    is  a  decreasing  GP;  When
,    is  an  increasing  GP;  When  ,

 degenerates to a renewal process.
aThe  ratio    is  a  positive  constant,  in  the  maintenance

model,  which  means  that  the  system uniformly  deterior-
ates  after  FR.  In  fact,  the  loss  rate  of  the  system  varies
with the increasing number of FR and other factors.

{Mk,k ⩾ 1} a1,

a2, · · ·

Definition  4　 A  sequence  of  non-negative  random
variables    is  called  the  GGP  with  ratios 

, if
(i) the random variables are mutually independent;

k ⩾ 1 ak > 0(ii) for all integers  ,  ;
k ⩾ 1 Mk Qk(t) =

Q(Akt) Q1 (t)=Q(t) Ak = a0 ·a1 ·a2 · · ·ak−1 a0 = 1
(iii)  for  all  integers  ,  the  CDF  of   is  

, and  ,  ,  .
k ⩾ 1 ak > 0

ak > 1 {Mk,k ⩾ 1}
1 = a0 ⩽ a1 ⩽ a2 ⩽ · · ·

ak < 1
{Mk,k ⩾ 1}
1 = a0 ⩾ a1 ⩾ a2 ⩾ · · ·

As defined above, for all integers  ,  .  When
,   is a decreasing GGP, a typical assump-

tion  is  that  ,  that  is,  the  loss  rate  of
the  system  after  each  FR  is  increment;  when  ,

  is  an increasing GGP, the assumption is  that,
,  implies  that  the  system  deterio-

rates  more and more rapidly  with  the  increasing number

a1 = a2 = · · · = ak−1 = aof  FR;  specially,  when  ,  then  the
GGP degenerates into a GP.
 

2.2    Model assumptions

The maintenance model of the system is based on the fol-
lowing assumptions.

t = 0Assumption  1　A  new  system  is  installed  at  .
The  process  for  a  system  from  being  newly  installed  to
being  replaced  is  called  a  cycle.  The  process  from  the
new installation to the completion of the first FR is called
the first period of a cycle. The process from the comple-
tion of the (n−1)th FR to the completion of the nth FR is
called the nth period in a cycle, and the process from the
completion of the nth FR to the replacement is called the
Nth period in a cycle .

T

n λn−1T 0 <λ< 1

λn−1T

λn−1T

Assumption  2　 In  the  first  period  of  a  cycle,  the  in-
spection interval of the system after FR is  . Because the
successive  working  time  is  a  decrease  process  with  the
period  index,  we  assume  that  the  inspection  interval  of
the  th period is  , where  . In a period, after
PR, the system is “good as it is before PR”. In any period
of a cycle, when the consecutive working time of the sys-
tem reaches  , the worker will detect the system and
perform  PR.  When  the  consecutive  working  time  of  the
system  is  less  than  ,  a  failure  occurs,  the  worker
will carry out FR to the system, and the system enters the
next period.

N I
II II

Assumption  3　The  system is  replaced  by  an  identi-
cal new one at the occurrence of the  th type   failure or
the  first  type    failure,  whichever  occurs  first.  Type 
failure may occur in any period of a cycle.  As shown in
Fig. 1 and Fig. 2.
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The Nth period of a cycle
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NFig. 1    System replaced when the number of type I failure reaches 
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The 1st period of a cycle

The kth period of a cycle
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Fig. 2    System replaced at the occurrence of type II failure
 

X(i)
n i

n Y ( j)
n j

n

{
X(i)

n , i = 1,2, · · · ,Mn+1
}

{
Y ( j)

n , j = 1,2, · · · ,Mn

}
Mn n

Assumption 4　  means the  th  consecutive work-
ing time in the  th period of a cycle,   means the  th
PR time in the  th period of a cycle, in a period, after the
PR,  the  system  is   “good  as  it  is  before  PR ”,  that  is,

  is  a  sequence  of  independent
and  identically  distributed  random  variables;  due  to  the
same  reason,    is  also  a  sequence  of
independent and identically distributed random variables.

 is the number of detection in the  th period.
Xn Yn Zn

n

Xn =

Mn+1∑
i=1

X(i)
n Yn =

Mn∑
j=1

Y ( j)
n Xn(n = 1,2, · · · ) Yn(n = 1,2, · · · ) Zn(n =

1,2, · · · ) Xn Yn

Zn W0

Assumption 5　 ,   and   denote the total  work-
ing  time,  the  total  PR  time  and  the  FR  time  in  the  th

period  of  system,  respectively.   and  

;  ,  ,  and 

 all are mutually independent series. And  ,  ,
 as well as the replacement time   are also mutually

independent.
Cm r

Cp

C f

d Cτ

Assumption 6　   is the cost of one inspection.   is
the reward of the system working per unit time.   is the
cost  of  PR  per  unit  time.    is  the  cost  of  FR  per  unit
time.   is the fixed cost of replacement.   is the cost per
unit time of replacement.

Xn Yn ZnAssumption 7　The CDF of  ,   and   can be for-
mulated as below respectively:

Fn (t) = F (Ant) ,

Hn (t) = H (Bnt) ,

Gn (t) =G (Cnt) ,

F1(t) = F(t) H1 (t) = H (t)where  ,   and

An =

n−1∏
i=1

ai, Bn =

n−1∏
i=1

bi, Cn =

n−1∏
i=1

ci,

ai i
bi

i ci

i
ai > 1,0 < bi,ci < 1 bi < ci

E(X1) = λ1 E(Y1) = µp E(Z1) = µ f

where   denotes the geometric ratio of the  th FR about
consecutive working time;   denotes the geometric ratio
of  the  th  FR about  consecutive  PR time;   denotes  the
geometric  ratio  of  the  th  FR  about  the  consecutive  FR
time.   and   ,  because  the  impact
of  system  degradation  on  PR  is  less  than  the  impact  on
FR.  ,  ,  . 

2.3    Model analysis

N I

II L
II

II P̄k = P(L < k)
k I

1 = P̄0 > P̄1 > P̄2 > · · ·

The system has two replacement modes. In the first one,
the  system  is  replaced  at  occurrence  of  the  th  type 
failure,  and  in  the  second  one,  the  system is  replaced  at
the  occurrence  of  the  first  type    failure.  Let    be  the
total  number  of  failures  (including  type    failure)  until
the  type    failure  occurs.  Let    denote  the
probability  that  the  first    occurred  failures  are  type 
failures, where  , further

P(L = k) = P(L > k−1)−P(L > k) =

P̄k−1− P̄k = P̄k−1

(
1− P̄k

P̄k−1

)
.

k
I ηk = P̄k/P̄k−1

II θk = 1−ηk

P(L > N)
P (L = k) ,k ⩽ N

Therefore,  when the  th  failure  occurs,  it  is  classified
into  either  a  type    failure  with  probability 
or  a  type    failure  with  probability  .  And

 is the probability of the first replacement mode;
  is  the  probability  of  the  second  replace-

ment mode.

C (N,T )
The objective function of the maintenance model is the

long-run average cost per unit of operating time  ,
according  to  the  updated  reward  theorem,  the  long-run
average cost per unit of operating time is the average cost
per unit time of a cycle. Hence, only consider one cycle.
Thus

C(N,T )=
total expected costs in a renewal cycle

expected operating time in a renewal cycle
.

W WI

WII

R
RI

RII

Let    be  the  operating  time  in  one  cycle,    be  the
operating time in the first replacement mode, and   be
the operating time in the second replacement mode. Let 
be the cost  of  the system in one cycle,   be  the cost  in
the  first  replacement  mode,  and    be  the  cost  in  the
second  replacement  mode.  From Fig.  1 and  Fig.  2,  it  is
easy to obtain

WI =

N∑
n=1

Xn+

N∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +

N−1∑
n=1

Zn+W0,

WII =

k∑
n=1

Xn+

k∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +

k−1∑
n=1

Zn+W0.
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According to the full probability formula, the total ope-
rating time of the system in a cycle is

W =WIIL>N +

N∑
k=1

WIIIL=k.

WThe expectation of   is

E(W) = E(WI)P̄N +

N∑
k=1

E(WII)
(
P̄k−1− P̄k

)
=

E

 N∑
n=1

Xn+

N∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +

N−1∑
n=1

Zn+W0

 P̄N+

N∑
k=1

E

 k∑
n=1

Xn+

k∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +

k−1∑
n=1

Zn+W0

 (P̄k−1− P̄k

)
. (1)

The cost of system operating is

RI =Cp

N∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +C f

N−1∑
n=1

Zn+

Cm

N∑
n=1

Mn+d+CτW0− r
N∑

n=1

Xn,

RII =Cp

k∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +C f

k−1∑
n=1

Zn+

Cm

k∑
n=1

Mn+d+CτW0− r
k∑

n=1

Xn.

According to the full probability formula, the total cost

of the system in a cycle is

R = RIIL>k +

N∑
k=1

RIIIL=k.

The expectation of R is

E(R) = E(RI)P̄N +

N∑
k=1

E(RII)
(
P̄k−1− P̄k

)
=

E

Cp

N∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +C f

N−1∑
n=1

Zn+Cm

N∑
n=1

Mn+d+CτW0−

r
N∑

n=1

Xn

 P̄N +

N∑
k=1

E

Cp

k∑
n=1

Mn∑
j=1

Y ( j)
n +C f

k−1∑
n=1

Zn+

Cm

k∑
n=1

Mn+d+CτW0− r
k∑

n=1

Xn

(P̄k−1− P̄k

)
.

(2)

Hence, the long-run average cost per unit of operating
time is

C (N,T ) =
E(R)
E(W)

. (3)

n

λn−1T Mn

λn−1T
{
X(i)

n , i = 1,2, · · · ,Mn
}

Mn

Based  on  the  definition  of  PR,  in  the  th  period  of  a
cycle,  when  the  system  continuously  working  time  rea-
ches  ,  detect  the  system.  Let   be  the  number  of
detection that is the number of variables whose lifetime is
greater  than    in  series  , 
obeys a geometric distribution

P (Mn = k) = P
(
X(1)

n > λ
n−1T,X(2)

n > λ
n−1T, · · · ,X(k)

n > λ
n−1T,X(k+1)

n ⩽ λn−1T
)
=

P
(
X(1)

n > λ
n−1T

)
P
(
X(2)

n > λ
n−1T

) · · ·P (
X(k)

n > λ
n−1T

)
P
(
X(k+1)

n ⩽ λn−1T
)
=[

1−Fn
(
λn−1T

)]kFn
(
λn−1T

)
= qk

n pn

pn = Fn
(
λn−1T

)
qn = 1−Fn

(
λn−1T

)
Mn

where   and  , the expect-
ation of   is

E(Mn) =
∞∑

k=0

kqk
n pn =

qn

pn
. (4)

Xn nLet   be the total working time in the  th period of a
cycle,

Xn = Mnλ
n−1T +XMn+1

n .

XnThen, the expectation of   is

E(Xn) = λn−1TE(Mn)+E(XMn+1
n ). (5)

XMn+1
nNext given the CDF of  ,

Fn
(
XMn+1

n

)
= P

(
XMn+1

n < t|XMn+1
n ⩽ λn−1T

)
=

Fn (t)
Fn (λn−1T )

.

XMn+1
nThe expectation of   is

E(XMn+1
n ) =

w λn−1T

0
td

(
Fn (t)

Fn (λn−1T )

)
. (6)

Y ( j)
n

According to the double expectation formula, the mean

of   is

E

 Mn∑
j=1

Y ( j)
n

 = E(Mn)E(Y ( j)
n ) =

µp

Bn

qn

pn
. (7)

Zn W0The mean of   and   is

E(Zn) =
µ f

Cn
E(W0) = µτ. (8)

According to (3)−(8), we obtain
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C(N,T ) =
E(R)
E(W)

=

Cp

N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+C f

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +Cm

N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1+d+Cτµτ− r

N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1+

N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

. (9)

 

3. Optimization
 

3.1    Replacement policy

T
T

N

(N,T )
T N II

(N,T ) T N
(T,N)∗

Lam  researched  two  kinds  of  univariate  replacement
policies  [7,8].  One  is  policy  ,  where  the  system  is  re-
placed  when  its  operating  time  reaches  .  The  other  is
policy  ,  where  the  system  is  replaced  when  its  failure
number  reaches N .  Zhang  introduced  a  bivariate  policy

,  in  which  the  system  is  replaced  at  the  operating
age    or  at  the  time  of  the  th  type    failure  occurs,
whenever  occurs  first  [30].  It  is  showed  that  the  policy

  is  better  than  both  policy    and  policy  .  This
paper  aims  to  find  the  optimal    by  minimizing

C(N,T ).
T0 > 0 N1

C(N,T0) N
N1

First, for any fixed  , we can find   that makes
 the smallest,   is a countable discrete variable,

 satisfies the following formula:

C(N +1,T ) >C(N,T ) & C(N,T ) <C(N −1,T )⇔
L(N,T ) ⩾ d+Cτµτ&L(N −1,T ) < d+Cτµτ (10)

where

L(N,T ) =
CpL1+C f L2+CmL3− rL4

λ(N +1,T )P̄N +
µp

BN+1

qN+1

pN+1
P̄N +

µ f

CN
P̄N

where

L1 =
µp

BN+1

qN+1

pN+1
P̄N

 N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

− N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1

(
λ(N +1,T )P̄N +

µ f

CN
P̄N

)

L2 =
µ f

CN
P̄N

 N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1+

N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+µτ

− N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k

(
λ(N +1,T )P̄N +

µp

BN+1

qN+1

pN+1
P̄N

)

L3 =
qN+1

pN+1
P̄N

 N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1+

N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

− N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k

(
λ(N +1,T )P̄N+

µp

BN+1

qN+1

pN+1
P̄N +

µ f

CN
P̄N

)

L4 = λ(N +1,T )P̄N

 N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

− N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

(
µp

BN+1

qN+1

pN+1
P̄N +

µ f

CN
P̄N

)
.

N1  found in the above formula satisfies

C(N1,T0) =min
N

C(N,T0).

N = N1 T1 C(N1,T )
T

Second, let  , we can find   that makes 
the  smallest.    is  a  continuous  random  variable,  and

C(N1,T ) T T is differentiated with respect to  , then   satis-
fies the following formula:

∂C(N,T )/∂T = 0⇔ K(N,T ) = d+Cτµτ (11)

where

K(N,T ) =

Cp

 N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1

′+Cm

 N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1

′−r

 N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

′ ·  N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

+ N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

 N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

′+ N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1

′−Cp

N∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+C f

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +Cm

N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1− r

N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1


(·)′ ∂(·)′/∂Twhere   denotes the operator  .

C(N1,T ) TDifferentiating    with  respect  to    twice,  we
obtain
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∂2C (N,T )
∂T 2

=

(
CpP′′+CmM′′− rΛ′′

)
(Λ+P+F +µτ)2− (

CpP+CmM+C f F − rΛ+d+µτCτ
)
(P′′+Λ′′) (Λ+P+F +µτ)−

2
(
CpP′+CmM′− rΛ′

)
(P′+Λ′) (Λ+P+F +µτ)+2

(
CpP+CmM+C f F − rΛ+d+µτCτ

)
(P′+Λ′)2

(Λ+P+F +µτ)3

(12)

where

P =
N∑

k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1,

F =
N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k,

M =
N∑

k=1

qk

pk
P̄k−1,

Λ =

N∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1.

(·)′ (·)′′ ∂(·)/∂T ∂2(·)/∂T 2 and   denote the operator   and 
respectively.

∂2C(N,T )/∂T ⩾ 0
T1 C(N1,T1) =min

T
C (N1,T ) T0 = T1

(N1,T1)
(N, T )∗ = (N1,T1)

When  ,  it  can  prove  that  the  exist-
ence  of   makes   .  If  ,
then    is  the  optimal  solution  to  the  model.  Let

.
T = T1

N2 N = N2

T2 T2 = T1 (N2,T2)
(N, T )∗ = (N2,T2)

Otherwise,  let    and  repeat  the  above  steps  to
find an   that satisfies (10). Then, let   and find a
 that satisfies (11), if  ,  then,    is the op-

timal solution to the model. Let  .

(Nk,Tk)
Otherwise, continue to repeat the above steps. Until the

alternately updated sequence   stops or the amount
of update reaches the set threshold. The alternative search

(N, T )∗ = (Nk,Tk)
(N, T )∗

algorithm for solving the optimal strategy is summarized
as Algorithm 1. In practice, Algorithm 1 can always find
the  optimal  solution  to  the  model,  .  In
summary,    is  the optimal solution to C(N,T),  that
is, the optimal replacement strategy [29].

C ((N, T )∗) =min
[
min

N
[C (N,T ∗)] ,min

T
[C (N∗,T )]

]
(13)

Algorithm 1
Cm Cp C f Cτ r d λ λ1 µp µ f µτ q k αInput　 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .

ak = 1+0.05(k−1) bk = 1−0.05(k−1)
ck = 1−0.07(k−1)
Step  1　Let   ,  ,

.
k = 1Step 2　Let  .
T = T0 NkStep 3　Let  , put it into (10), obtain  .
N = Nk TkStep 4　Let  , put it into (11), obtain  .

Tk = Tk−1

k = k+1
Step 5　If  ,  then go to Step 6; otherwise, let

, and go to Step 3.
(N∗, T ∗) = (Nk, Tk)Step 6　 .
(N∗,T ∗) C (N∗,T ∗)Output　  and  .

Stop 

3.2    Special cases

P̄k = 1 (k = 0,1,2, · · · )
II

N I

Case 1　If  , that is, the probabi-
lity of the occurrence of type   failure is zero, hence, the
system will be replaced only at the time of the  th type 
failure, then we obtain the following result:

C (N,T ) =

Cp

N∑
n=1

µp

Bn

qn

pn
+C f

N−1∑
n=1

µ f

Cn
+Cm

N∑
n=1

qn

pn
+ (d+Cτµτ)− r

N∑
n=1

λ(n,T )

N∑
n=1

λ(n,T )+
N∑

n=1

µp

Bn

qn

pn
+

N−1∑
n=1

µ f

Cn
+µτ

.

C0,C1, and d
Case  2　 If  the  time  of  PR,  FR  and  replacement  are

negligible,  the  fixed  cost  separately  are  ,
then the model degenerates into

C (N,T ) =

C0

N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1+C1

N−1∑
k=1

P̄k +Cm

N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1+d− r

N∑
k=1

λ (k,T ) P̄k−1

N∑
k=1

λ (k,T ) P̄k−1

N→∞ P̄N → 0Case 3　If  , then  , that is, the system is
replaced  only  at  the  time  of  the  occurrence  of  the  first

IItype   failure, then the model degenerates into
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C (∞,T ) = lim
N→∞

C (N,T ) =

Cp

∞∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+C f

∞∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +Cm

∞∑
k=1

qk

pk
P̄k−1+d+Cτµτ− r

∞∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1

∞∑
k=1

λ(k,T )P̄k−1+

∞∑
k=1

µp

Bk

qk

pk
P̄k−1+

∞∑
k=1

µ f

Ck
p̄k +µτ

.

T →∞

lim
T→∞

Fn
(
λn−1T

)
= 1 E(Xn) =

λ1

An

Case 4　If  , then there is no inspection and PR.
Only  when the  system fails,  perform FR for  the  system.

And  ,  ,  Then,  the  model  is

degenerated into

C (N,∞) = lim
T→∞

C (N,T ) =

C f

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +d+Cτµτ− r

N∑
k=1

λ1

Ak
P̄k−1

N∑
k=1

λ1

Ak
P̄k−1+

N−1∑
k=1

µ f

Ck
P̄k +µτ

.

 

4. Numerical example

X(i)
n iAssume that  the  CDF of  operating  time    for  any   is

exponential, that is,

Fn (t) = F (Ant) = 1− e−
An
λ1

t, t ⩾ 0;λ1 > 0; a0 = 1;
ak > 1, k = 1,2, · · · ,n−1; n = 1,2, · · · .

Then,

pk = Fk
(
λk−1T

)
= 1− e−

Ak
λ1
λk−1T ,

qk = e−
Ak
λ1
λk−1T ,

λ (k,T ) =
1

Fn (λk−1T )

w λk−1T

0
F̄k (t)dt =

w λk−1T

0
e−

Ak
λ1

tdt

1− e−
Ak
λ1
λk−1T

=
λ1

Ak
.

Then (9) is given by

C (N,T ) =
Cpµpγ+C fµ fβ+Cmφ+d+µτCτ− rϕ

ϕ+µpγ+µ fβ+µτ
(14)

where

γ =

N∑
k=1

1
Bk

qk

pk
=

N∑
k=1

1
Bk

e−
Ak
λ1
λk−1T

1− e−
Ak
λ1
λk−1T
,

β =

N−1∑
k=1

P̄k

Ck
,

φ =

N∑
k=1

qk

pk
P̄k−1 =

N∑
k=1

P̄k−1
e−

Ak
λ1
λk−1T

1− e−
Ak
λ1
λk−1T
,

ϕ =

N∑
k=1

P̄k−1λ (k,T ) =
N∑

k=1

P̄k−1
λ1

Ak
.

an = 1+0.05(n−1) bn = 1−0.05(n−1) cn =

1−0.07(n−1)λ=0.93 λ1= 300 µp= 2 µ f = 4 µτ = 30
Cm = 80 r = 400 Cp = 100 C f = 200 d = 3 000
Cτ = 150 P̄k = qkα

Now,  let  , , 
,  ,  ,  ,  ,

,  ,  ,  ,  ,
, specially,  , shown in Table 1.

 
 

104 C (N,T) q αTable 1    Optimal value (× ) of   on different   and 

q
α = 0.5 α = 1

N∗ T ∗ C(N∗,T ∗) N∗ T ∗ C(N∗,T ∗)

q=0.1 6 22 −1.570 0 1 2 −0.511 9

q=0.2 7 26 −0.844 1 3 18 −1.232 1

q=0.3 2 7 −0.970 6 2 7 −0.970 6

q=0.4 3 10 −7.868 6 4 21 −6.005 0

q=0.5 5 19 −5.921 2 4 19 −1.615 2

q=0.6 5 18 −3.466 5 14 20 −1.297 5

q=0.7 7 31 −5.372 2 6 30 −2.453 8

q=0.8 4 11 −9.073 9 5 19 −20.720 6

q=0.9 8 37 −54.464 8 3 7 −57.353 8

q=1 4 10 −7.859 6 4 10 −7.859 6
 

q and α

C (N,T ) α = 1

We  can  see  the  influence  of  different   on
.   means  that  the  probability  of  the  occur-

I

q = 1 P̄k = 1

rence  of  type    does  not  depend  on  the  number  of  fail-
ures since the last replacement. When  , then  ,
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that is, Case 1 in the last section.
q = 0.8 α = 0.5

(N,T )∗ = (4,11)
C(N∗,T ∗)

−9.073 9×104

9.073 9×104

T N

C(N,T )

Set   and  ,  shown as Fig. 3 and Table 2,
we  can  find  when  .  The  optimal  value

  is  −9.073 9,  which  means  that  the  system
should be replaced when the time interval of inspection in
the  first  period  of  a  cycle  is  11  and  the  times  of  FR
reaches  4.  Then  the  optimal  expected  net  cost  rate  is

  per  unit  time,  that  is  the  net  profit  is
 per unit time. Fig. 4 and Fig. 5 are the cases

that   and   take different values. And the situations in
Figs. 3−5 where there is a sharp decrease in the value of

 may be because of parameter values of the exam-
ple or the properties of this model. 

×105

2.0
1.5
1.0
0.5

0
−0.5
−1.0

15
10

5
00 10

20 30
40

50

N
T

C
 (T

, N
)

C(N,T) N = [0,5,15] T = [0,10,50]Fig. 3    Plot of  ,  , 

 
 

C (N,T) q = 0.8, α = 0.5Table 2    Some results of   with 

N
T

5 7 9 11 13 20 30 40 50

1 −0.063 3 −0.052 5 −0.047 7 −0.045 0 −0.043 2 −0.040 2 −0.038 4 −0.037 6 −0.037 1

2 −0.295 1 −0.105 3 −0.075 0 −0.062 6 −0.055 9 −0.045 7 −0.040 9 −0.038 7 −0.037 5

3 0.118 8 2.362 6 −0.262 4 −0.113 7 −0.085 6 −0.055 9 −0.045 1 −0.040 8 −0.038 5

4 0.048 8 0.087 8 0.207 0 −9.073 9 −0.252 0 0.097 0 −0.052 4 −0.044 1 −0.040 1

5 0.030 5 0.042 7 0.061 8 0.096 2 0.175 9 −0.178 1 −0.068 2 −0.050 1 −0.042 6

6 0.022 3 0.027 7 0.034 6 0.044 0 0.057 3 0.265 2 −0.119 3 −0.062 1 −0.046 6

7 0.017 8 0.020 5 0.023 6 0.027 5 0.032 2 0.063 0 2.952 8 −0.093 5 −0.052 8

8 0.015 1 0.016 4 0.018 0 0.019 7 0.021 7 0.032 6 0.083 4 −0.261 2 −0.057 6

9 0.013 3 0.013 9 0.014 6 0.015 3 0.016 2 0.020 5 0.036 6 0.473 8 −0.035 5

10 0.011 9 0.012 0 0.012 1 0.012 2 0.012 3 0.013 0 0.016 3 −0.001 4 0.007 8

11 0.010 4 0.009 9 0.009 2 0.008 3 0.007 2 −0.002 5 0.044 9 0.023 9 0.020 5

12 0.007 2 0.004 1 −0.001 5 −0.014 2 −0.073 2 0.035 3 0.024 6 0.022 2 0.021 1

13 −0.052 4 0.055 4 0.033 7 0.028 3 0.025 9 0.022 7 0.021 3 0.020 8 0.020 5

14 0.024 1 0.022 5 0.021 7 0.021 3 0.021 1 0.020 6 0.020 3 0.020 2 0.020 1

15 0.020 5 0.020 3 0.020 2 0.020 2 0.020 1 0.020 1 0.020 0 0.020 0 0.020 0
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5
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N T

C
 (T

, N
)

C(N,T) N = [0,5,20] T = [0,10,50]Fig. 4    Plot of  ,  , 
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−0.5
−1.0
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5
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T

C
 (T
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)

C(N,T) N = [0,5,20] T = [0,20,100]Fig. 5    Plot of  ,  , 
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q = 1

(N,T )∗ = (4,10) C(N∗,T ∗)

When  ,  this model is  degenerated into the model
of  special  case  1.  Shown  as Fig.  6 and  Table  3,  we  can
find when  , the optimal value   is
−7.859 6. Other special cases have similar results.

Xn

Yn Zn

E(Xn)
E(Zn)

Form Table  4 we  can  see  that  the  mean  of    is  ran-
domly  decreasing  with  the  number  of  PR.  While  the
means  of   and     are  randomly  increasing  with  the
number  of  PR.  And  it  is  clear  that    is  less  than

, when the number of PR is greater than or equal to
9. Hence, there is no need to repair the system when the
number of PR is greater than 9.
 

×105

1.5

1.0

0.5

0

−0.5

−1.0
15
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50

N
T

C
 (T

, N
)

C(N,T) q = 1 N = [0,5,15] T = [0,10,50]Fig. 6    Plot of   with  ,  , 

 
 

C (N,T) q = 1Table 3    Some results of   with 

N
T

5 9 10 11 21 31 41 50

1 −0.063 3 −0.047 7 −0.046 2 −0.045 0 −0.039 9 −0.038 3 −0.037 5 −0.037 1

2 −0.199 8 −0.070 6 −0.064 6 −0.060 3 −0.045 1 −0.041 1 −0.039 2 −0.038 2

3 0.171 7 −0.151 6 −0.117 9 −0.099 1 −0.053 4 −0.045 0 −0.041 5 −0.039 7

4 0.058 1 0.434 4 −7.859 6 −0.446 3 −0.070 4 −0.051 5 −0.044 8 −0.041 6

5 0.034 3 0.077 7 0.100 1 0.134 7 −0.122 8 −0.064 4 −0.050 4 −0.044 6

6 0.024 1 0.039 8 0.045 5 0.052 3 12.805 2 −0.099 5 −0.061 2 −0.049 4

7 0.018 7 0.025 8 0.028 1 0.030 6 0.090 9 −0.409 9 −0.086 4 −0.056 8

8 0.015 4 0.018 9 0.019 9 0.021 0 0.040 0 0.129 1 −0.170 4 −0.063 0

9 0.013 3 0.014 8 0.015 3 0.015 8 0.023 3 0.047 8 −0.359 7 −0.039 0

10 0.011 7 0.011 9 0.012 0 0.012 1 0.013 3 0.020 3 0.002 6 0.007 3

11 0.010 0 0.008 4 0.007 9 0.007 3 −0.018 9 0.032 6 0.022 6 0.020 3

12 0.006 0 −0.007 2 −0.016 5 −0.036 6 0.030 0 0.023 7 0.021 8 0.021 0

13 −0.466 4 0.030 7 0.028 4 0.026 9 0.022 2 0.021 1 0.020 7 0.020 4

14 0.023 7 0.021 6 0.021 4 0.021 2 0.020 5 0.020 3 0.020 2 0.020 1

15 0.020 5 0.020 2 0.020 2 0.020 2 0.020 1 0.020 0 0.020 0 0.020 0

 
 

Xn Yn ZnTable 4    Random change of the means of  ,   and 

Expectation
n

1 2 3 4 6 8 9 10

E(Xn) 300.000 0 285.714 3 259.740 3 225.861 1 150.547 1 85.797 2 61.283 7 42.264 6
E(Yn) 2.000 0 2.150 3 2.339 2 2.752 0 4.586 6 10.080 5 16.800 6 30.547 0
E(Zn) 4.000 0 4.301 1 5.001 3 6.330 7 13.527 1 45.730 7 103.933 3 280.909 0

 
 

5. Conclusions

This paper studies the maintenance model of a simple re-
pairable  system  with  two  failure  modes  with  PR,  and
models  the  consecutive  working  time  and  the  consecu-
tive repair time of the system based on the GGP, aiming at
the minimum expected cost per unit time of the long-term
operation of the system. We can find the optimal value by
the  alternative  searching  method.  Then  numerical  exam-

ples are given.  For the production line of  a  food proces-
sing plant we have mentioned, this model can effectively
improve its stability, raise economic efficiency, as well as
decrease the costs. It can be widely used in cold standby
systems, power systems, network systems, etc.
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