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Abstract: The  angular  resolution  of  radar  is  of  crucial  signifi-
cance to its tracking performance. In this paper, a super-resolu-
tion parameter estimation algorithm based on wide-narrowband
joint processing is proposed to improve the angular resolution of
wideband  monopulse  radar.  The  range  cells  containing  resolv-
able  scattering points  are detected in  the wideband mode,  and
these  range  cells  are  adopted  to  estimate  part  of  the  target
parameters  by  algorithms  of  low  computational  requirement.
Then,  the  likelihood  function  of  the  echo  is  constructed  in  the
narrow-band mode to  estimate  the  rest  of  the  parameters,  and
the  parameters  estimated in  the  wideband mode are  employed
to reduce computation and enhance estimation accuracy. Simu-
lation  results  demonstrate  that  the  proposed  algorithm  has
higher estimation accuracy and lower computational complexity
than the current algorithm and can avoid the risk of model mis-
match.
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 1. Introduction
Multiple  targets  in  combination  that  cannot  be  resolved
by radar  are  called the unresolved targets.  The existence
detection  of  unresolved  targets  and  the  super-resolution
estimation  of  angle  and  range  parameters  of  unresolved
targets  have  always  been  the  focus  of  academic
research [1].
Regarding  the  existence  detection  of  unresolved  tar-

gets,  a  generalized  likelihood  ratio  test  (GLRT)  algo-
rithm  was  proposed  based  on  the  monopulse  ratio  [2].
Further, the GLRT idea is extended to the case that three
targets  are  unresolvable  [3].  A  detection  algorithm  was
designed  with  the  real  part  of  monopulse  ratio  [4].  An
algorithm  based  on  maximum  likelihood  estimation
(MLE)  is  presented  [5],  which  outperforms  the  GLRT

algorithm but  requires  much  more  computation.  Later,  a
model-free  algorithm  is  established  [6].  This  algorithm
outperforms  the  GLRT  algorithm  and  needs  much  less
computation than the algorithm in [5].
Concerning  super-resolution  parameter  estimation  of

unresolved  targets,  it  is  suggested  that  the  target  is
located between the adjacent sampling points in the range
dimension.  The  adjacent  sampling  points  are  adopted  to
estimate  unresolved  point  target  parameters  by  MLE,
which is  referred  to  as  the  point  target  estimation (PTE)
algorithm [7]. With the same idea, a super-resolution esti-
mation algorithm for  unresolved extended targets  named
as  monopulse  radar  signal  processing  with  an  extended
target model (MRSP-E) is proposed [8]. The model in [7]
was extended to the case where the signal envelope after
pulse compression is a sinc function [9]. Additionally, an
algorithm based on reversible jump Markov chain Monte
Carlo (RJ-MCMC) [10] is built to achieve a similar esti-
mation  accuracy  as  in  [7],  while  it  requires  fewer  sub-
pulses.  Because  not  all  targets  are  completely  unresolv-
able, some of the sampling points may sample the echoes
from the resolvable parts of the targets. With this advan-
tage, the signal to noise ratio (SNR) of the targets is esti-
mated  by  the  sampling  points  of  resolvable  parts  [11].
However,  this  neglects  the  identification  of  those  sam-
pling points. Estimation algorithms based on array anten-
nas are  presented [12−17] but  are  not  applicable  to  non-
array  radars.  Moreover,  algorithms  requiring  the  radar
antenna  to  be  in  the  scanning  state  are  established
[18−21].  This  is  only  applicable  to  the  search  stage  of
radars and has a limited scope of application. In [22,23], a
super-resolution  imaging  method  was  proposed,  but
required  electromagnetic  orbital  angular  momentum
(OAM), a parameter that can only be measured by OAM
radars.
To  sum  up,  most  algorithms  focus  on  point  targets.

With  respect  to  unresolvable  extended  target  parameter
estimation, the idea based on MLE does not require array
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antennas, keeping antenna scanning, or prior information
such as the SNR of the target. Hence, it has great poten-
tial  for  engineering  applications.  Nevertheless,  the  exist-
ing methods based on MLE represented by [8], have two
common problems.
The  first  is  a  large  amount  of  computation.  With  the

increase  of  range  cells  number,  the  amount  of  computa-
tion for MLE increases exponentially [8].  In an ordinary
wideband radar, a target may occupy dozens or even hun-
dreds of range cells, resulting in too much computation to
perform.
Second,  there  exists  the  risk  of  model  mismatch.  The

derivation of the algorithms [8] is in accordance with sta-
tistical assumptions on echoes such as the Rayleigh distri-
bution. Under the condition of narrowband (namely, low
range  resolution),  each  range  cell  contains  a  large  num-
ber  of  scattering  points.  In  other  words,  the  distribution
assumptions  may  hold.  However,  with  the  increase  in
radar  bandwidth,  the  scattering  points  contained  in  the
range  cell  are  sharply  reduced,  and  the  distribution
assumption can no longer hold [24,25].  Considering that
the  resolution  of  different  wideband  radars  significantly
varies, it is impossible to be described by a single statisti-
cal  distribution.  Therefore,  the  unresolved  extended  tar-
gets  estimation  methods  based  on  distribution  assump-
tion  may  have  model  mismatch  when  applied  to  wide-
band radars.
In this paper, an algorithm based on wide-narrow band

joint processing is proposed to estimate the parameters of
the unresolvable extended target, so as to wrestle with the
above problems.
Under  high-resolution  conditions,  the  range  sampling

points  that  only sample the echoes from resolvable parts
of the unresolved targets (referred to as the resolvable tar-
get sampling points) are detected. These sampling points
are  adopted  to  estimate  the  parameters  of  each  target.
Subsequently, these parameters are applied to the MLE of
unresolved targets under low-resolution conditions.

 2. Signal modeling and parameter estimation
 2.1    Wideband  signal  model  and  parameter  estima-

tion algorithm

As  the  model  and  processing  algorithm  of  the  elevation
difference channel is the same as that of the azimuth dif-
ference  channel,  only  the  model  and  processing  algo-
rithm of  the  azimuth difference channel  are  described in
this  paper.  In  the  wideband  mode,  the  echo  signals
received  by  the  radar  sum and  azimuth  difference  chan-
nels are comprised of channel I (in-phase component) and
Q  (quadrature  component)  signals.  Assume  that  the
amplitudes  of  each  sampling  point  on  the  range  profile

N s Ns

are  independent.  If  the  unresolved  targets  are  composed
of    targets,  and  the  th  target  contains    scattering
points,  the  sampling  values  of  the  four  channel  signals
[5,8] can be expressed as

si( j) =
N∑

s=1

Ns∑
l=1

Asl cos(ϕsl)r( j∆t−τsl)+nsi( j∆t)

sq( j) =
N∑

s=1

Ns∑
l=1

Asl sin(ϕsl)r( j∆t−τsl)+nsq( j∆t)

di( j) =
N∑

s=1

Ns∑
l=1

Aslηs cos(ϕsl)r( j∆t−τsl)+ndi( j∆t)

dq( j) =
N∑

s=1

Ns∑
l=1

Aslηs sin(ϕsl)r( j∆t−τsl)+ndq( j∆t)

(1)

si( j) sq( j) j

di( j) dq( j) j

Asl l
s ϕsl

l s
(−π,π]

r(t) ∆t
nsi nsq

σ2
Σ ndi ndq

σ2
∆
τsl

l s ηs

s yR( j)
yI( j) j

where    and    denote  the  amplitude  of  the  th
sampling point of the sum channels I and Q, respectively;

  and    represent  the  amplitude  of  the  th  sam-
pling  point  of  the  azimuth  difference  channels  I  and  Q,
respectively;    indicates  the  echo  amplitude  of  the  th
scattering point of the  th target;   signifies the phase of
the  echo  from  the  th  scattering  point  of  th  targets,
which  follows  the  uniform  distribution  between  ;

  refers  to  the  known  matched  filter  response; 
stands  for  the  sampling  period;    and    express  the
noise amplitude after sampling of channels I and channel
Q, respectively, and they are a Gaussian random process
with mean value 0 and variance  ;   and   denotes
the noise amplitude of azimuth difference channels I and
Q  after  sampling,  respectively,  following  the  Gaussian
random process  with  mean value  0  and variance  ; 
denotes  the  two-way  delay  of  the  radar  signal  detecting
the  th scattering point of the  th target;   is the azimuth
angle of the  th target. Then, the real part   and imag-
inary  part    of  the  monopulse  ratio  at  the  th  sam-
pling point are expressed as

yR( j) =
di( j)si( j)+dq( j)sq( j)

si( j)2+ sq( j)2

yI( j) =
dq( j)si( j)−di( j)sq( j)

si( j)2+ sq( j)2

. (2)

yI( j)
yR

θ = KmyR Km

j k−n

In  (2),    increases  significantly  in  the  presence  of
unresolved targets,  and    is  generally employed to esti-
mate the angle   of the target, where   is a con-
stant  related  to  the  antenna  beamwidth.  Unresolved  tar-
gets  cause  angular  glint,  and  the  glint  amplitude  of  the
th  sampling  point  in  the    matched  received  echo
pulse is denoted as

Gk−n( j) = yR
k−n( j)− ȳk

R( j), n = 0,1, · · · ,K0−1 (3)

where
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ȳk
R( j) =

K0−1∑
n=0

RO
k−n( j)yR

k−n( j)
/ K0−1∑

n=0

RO
k−n( j).

K0

G( j)
where    is  the  number  of  pulses  adopted  to  estimate

.
jThe SNR of the th sampling point is defined as

RO
k( j) =

sk
i ( j)2 + sk

q( j)2

σ2
Σ

.

G( j) yI( j)

jth
k

To sum up,    and   are  the  features  to  detect  the
existence  of  unresolved  targets.  In  addition  to  the  above
two  features,  other  effects  caused  by  unresolved  targets
such as range jitter [26] and phase jitter [27] can also be
utilized.  The  detection  of  unresolved  targets  requires  a
low  correlation  between  echoes,  which  can  be  achieved
through  frequency  hopping  or  experience  replay  [28].
The  feature  vector  corresponding  to  the    sampling
point at time   is defined [6] as

x j
k =

[
x1

k( j), x2
k( j)

]T
(4)

x1
k( j) x2

k( j)where   and   are calculated asx1
k( j) = GRGT

x2
k( j) = YI RYI

T (5)

and

R = diag(RO
k−K0+1( j),RO

k−K0+2( j), · · · ,RO
k( j)), (6)

G = [Ĝk−K0+1( j),Ĝk−K0+2( j), · · · ,Ĝk( j)], (7)

YI = [yI
k−K0+1( j),yI

k−K0+2( j), · · · ,yI
k( j)]. (8)

x j
k

x j
k x j

k

x j
k

Under different radar bandwidths, the fluctuation prob-
ability  distribution of  echo amplitude varies,  resulting in
different  probability  distributions  of  .  In  this  paper,
Gaussian  mixture  model  (GMM) is  introduced  to  model
the probability distribution of  , so as to address   with
different bandwidths. The GMM representation of   is

p(x j
k) =

Kc∑
c=1

ωcη(x j
k;µc,Σc)

η(x j
k;µc,Σc) =

1√
(2π)ndΣc

exp
(
−1

2
(x j

k −µc)
T
Σc(x j

k −µc)
)
(9)

p(x j
k)

x j
k Kc

ωc
Kc∑
j=1

ωc = 1 η(x j
k;µc,Σc)

cth µc Σc

nd

x j
k

where    denotes  the  probability  density  function
(PDF) of  ;   refers to the number of Gaussian compo-
nents  in  GMM;    indicates  the  weight  of  each  compo-

nent,  satisfying  ;    represents  the

PDF of the   Gaussian component, in which   and 
are  its  mean  and  variance,  respectively;    signifies  the
dimension of the vector  .  There are mature algorithms
for  parameter  estimation  of  GMM  [29].  The  Bayesian
detector  is  designed  as  follows  with  the  above  model.

Define the following events.
H0 :  There are no unresolved targets echoes in the sig-

nal collected at the sampling point.
H1 :  There  are  unresolved  targets  echoes  in  the  signal

collected at the sampling point.
Then, the Bayesian detector is

p
(
x j

k |H1

)
P (H1) (c10− c11)

p
(
x j

k |H0

)
P (H0) (c01− c00)

H1

⩾
<
H0

1 (10)

p
(
x j

k |H1

)
p
(
x j

k |H0

)
x j

k

P (H1) P (H0)
H1 H0

ci j

H j Hi

where   and   indicate conditional PDFs
of  , respectively, corresponding to the output of GMM
under  the  two  conditions;    and    denote  the
prior probabilities of the occurrence of events   and  ,
respectively,  calculated  following  the  prior  information;
 expresses the cost constant, representing the cost when

deciding event   is true while event   is true.

E = {e(i) |i = 1,
2, · · · ,Ne } Ne

K0

e(i)

The  resolvable  target  sampling  points  can  be  detected
by  using  the  above  algorithm  to  detect  the  existence  of
unresolved  targets  for  all  sampling  points  in  the  target
range  profile.  The  serial  number  set  of  these  sampling
points  in  the  target  range  profile  is 

,  where    represents  the number of  sampling
points detected as resolvable targets in the range profile.
The   echoes can be adopted to estimate the angle of the
sampling point numbered  :

η̂e(i) =

K0−1∑
n=0

RO
k−n[e(i)]η̂k−n[e(i)]

K0−1∑
n=0

RO
k−n[e(i)]

(11)

and

η̂k−n[e(i)] = KmyR
k−n[e(i)]. (12)

E{
T1,T2, · · · ,TNT

}
NT

|Ti| ⩾ 1 (i = 1,2, · · · ,NT )
∩NT

k=1 Tk = ∅

The  angle  estimates  of  the  resolvable  target  sampling
points  from  the  same  target  are  similar.  This  rule  is
employed in this paper to divide    into multiple subsets

, where   denotes the number of resolv-
able  targets,  and  each  subset  contains  the  number  of
resolvable  target  sampling  points  belonging  to  the  same
target;   and  .

η̂e(i)

η̂e(i)

xi
n =

[
η̂e0(1), η̂e0(i)

]T 1 ⩽ n ⩽ NT

e0(i) ∈ T0 T0∪n−1
k=1 Tk ∪T0 = T Tk

k

Since  the  statistical  distribution  of    is  different
under different bandwidths, the probability distribution of

 is modeled using GMM to ensure that the algorithm
is suitable for various bandwidth conditions.  The feature
vector  is  defined  as  ,  where 
refers  to  the  number  of  the  target,  ,  and 
stands  for  the  number  set  of  sampling  points  to  be
divided. Noticeably,  , where   signifies
the serial number set of resolvable sampling points corre-
sponding to the  th target. Define the following events.

H0 : The two sampling points corresponding to the fea-
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ture vectors belong to the same target.
H1 : The two sampling points corresponding to the fea-

ture vector do not belong to the same target.
Then, the Bayesian detector is

p
(
xi

n |H1
)
P (H1) (c10− c11)

p
(
xi

n |H0
)
P (H0) (c01− c00)

H1

⩾
<
H0

1. (13)

PR P (H0) =
P
(
xi

n

∣∣∣P, η̂e(1)

)
P (H1) = 1−P (H0)

P (H0) = P (H1) xi
n H1 η̂e(1) η̂e(i)

T0

e0(i)
Tn n Tn

T0 T0

T0 = ∅ T

The  two  conditional  probability  densities  are  the  out-
put of the GMM model under the condition that  the two
events are true, respectively. Similarly, Doppler, polariza-
tion, and other elements can be added to the feature vec-
tor  to  make  use  of  more  information.  Given  the  target
range  profile  ,  the  prior  probability 

,   can be calculated. In the
absence  of  target  range  profile  prior  information,

. For vector  , if   is true,   and 
belong to different  targets;  otherwise,  they belong to the
same target. After traversing all elements of   and com-
pleting  the  classification  of  all  ,  the  sampling  point
set    of  the    targets  can  be  obtained.    is  removed
from   to obtain a new  . The steps above are repeated
until  ,  suggesting  that  the  partitioning  of  set    is
complete. The flow of the partitioning algorithm is illus-
trated in Fig. 1.

 
 

Detect unresolved

targets and form set E

Determine the set to be

divided T0

Form feature vector set

{x
n
} i

Bayesian test

Obtain T
n

T
n
=T0?

Division of set E is

complete

GMM trained

when H1 is true

GMM trained

when H0 is true

Yes

No

Fig. 1    Flow chart of set partitioning algorithm
 

The pseudocode  for  the  wideband mode are  shown in
Algorithm 1.

Algorithm 1　Wideband mode

sk
i dk

i sk
q dk

q σΣFunction EstimateInWideBandMode( , , , , )/

yk
R( j) := [dk

i ( j)sk
i ( j)+dk

q( j)sk
q( j)]/[sk

i ( j)2+ sk
q( j)2]　 ;

yk
I ( j) := [dk

q( j)sk
i ( j)−dk

i ( j)sk
q( j)]/[sk

i ( j)2+ sk
q( j)2]　 ;

Rk
O( j) :=

[
sk

i ( j)2 + sk
q( j)2

]
/σ2
Σ　 ;

Gk yk
R Rk

O　 :=Calculate_Angular_glint( ,  );
R = diag(Rk−K0+1

O ( j),Rk−K0+2
O ( j), · · · ,Rk

O( j))　

G = [Ĝk−K0+1( j),Ĝk−K0+2( j), · · · ,Ĝk( j)]　

YI = [yI
k−K0+1( j),yI

k−K0+2( j), · · · ,yI
k( j)]　

x j
k =

[
GRGT,YI RYI

T
]

　 ;/*feature vector*/
c10 c11 c01 c00　 :=1;  :=0;  :=1;  :=0;

j : = 1　For   to number of sampling points{

PH0 := P(x j
k,H0)　　 ;/*The likelihood of x coming from

resolvable targets, output of GMM*/
PH1 := P(x j

k,H1)　　 ;
(PH0/PH1)∗ (c01/c10) > 1　　IF   Then

Resolvable sample
　 　 　Add  the  data  of  the  jth  sampling  point  to

i : = 1　/} ;
ResolvableSample　WHILE IsNotEmpty( ){

T(i) Element ResolvableSample(1)　　 . := ;
ResolvableSample(1)

ResolvableSample
　 　Remove    from

;
j : = 1

ResolvableSample
　 　For    to  number  of  elements  in

{
x T(i) Element

ResolvableSample( j)
　 　 :=[ . .Angle,

.Angle];
PH0 := P(x,H0)　　　 ;/*The two sample points belong

to the same target, output of GMM*/
PH1 := P(x,H1)　　　 ;

PH0/PH1 > 1　　　IF   Then{
ResolvableSample( j)

ResolvableSample T(i)
　 　 　 　Move    from

 to  ; /}
i := i+1　　/}  ;

　/}
i := 1 T　For   to number of elements in   {

Angle(i) T(i)　　 :=EstimateAngle( ) /}
i　ResolvableTargetNumber= ;

Angle　OUTPUT ResolvableTargetNumber, 

 2.2    Narrowband  signal  model  and  parameter  esti-
mation algorithm

The target parameter estimation under narrowband mode
is  based  on  the  maximum  likelihood  estimation  algo-
rithm  proposed  in  [7].  Specifically,  part  of  the  parame-
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70×1.5 = 45 m

ters  estimated  in  advance  under  the  wideband  mode  are
employed to lessen the computation amount and improve
the estimation accuracy. Considering that the high-resolu-
tion range profile (HRRP) of the combination comprised
of  unresolved  targets  in  wideband  mode  has  been
obtained,  the  radial  size  of  the  combination  can  be  esti-
mated by counting the number of  sampling points  on its
HRRP. With a 100 MHz bandwidth mode as an example,
if an HRRP of unresolved target combination contains 30
sampling  points,  the  radial  size  of  the  combination  is

,  where 1.5 m is the range resolution. As
the  range  resolution  of  2.5  MHz  bandwidth  is  60  m,
choosing  2.5  MHz  or  lower  bandwidth  in  narrowband
mode  can  guarantee  that  the  echoes  of  the  combination
are  located  in  a  single  true  location,  that  is,  located
between the two adjacent range profile sampling points.

t

r(t) = 1− t
∆t

0 ⩽ t ⩽ ∆t x

α =
t
∆t

As  illustrated  in  Fig.  2,    is  defined  as  the  distance
from sampling  point  1  to  the  true  location  of  the  target,
and  the  matched  filter  response  can  be  simplified  as

 ( ).   denotes the real amplitude of

the  target  echo,  and  .  Hence,  the  target  echo
amplitudes obtained at the two sampling points are exhi-
bited in Fig. 2.

 
 

Sample

point 1

Sample

point 2

True location

of the target

Amplitude of

sample point 1

Amplitude of

sample point 2
X, the true

amplitude of

the target

t

(1−    )x=(1−α)xΔt
t

    x=αxΔt

Δt

t

Fig. 2    Signal model for narrowband mode
 

Under this narrow band condition, the I-channel signal
model  of  the  sum channel  and  azimuth  difference  chan-
nel is

si1( j) =
N∑

s=1

(1−αs)As( j)cos[ϕs( j)]+nsi( j)

si2( j) =
N∑

s=1

αsAs( j)cos[ϕs( j)]+nsi( j)

dhi1( j) =
N∑

s=1

(1−αs)As( j)ηhs cos[ϕs( j)]+ndhi( j)

dhi2( j) =
N∑

s=1

αsAs( j)ηhs cos[ϕs( j)]+ndhi( j)

(14)

j

si1( j) si2( j)

jth dhi1( j) dhi1( j)

j
nsi( j)

σ2
Σnb

ndhi( j)
σ2
∆nb

As( j)
s j

As

σs ϕs( j)
As( j)cos[ϕs( j)]

σ2
s

σ2
Σnb
= σ2

∆nb
= 1

where    represents  the  serial  number  of  the  data  collec-
tion  period,  which  can  be  the  pulse  repetition  interval,
coherent processing interval, or other periods. The condi-
tion for selecting the data collection period aims to ensure
statistical  independence  among  the  sampled  data.  Addi-
tionally,   and   indicate the amplitudes of sam-
pling point 1 and sampling point 2 of channel I obtained
by  the    sampling,  respectively;    and 
express  the  azimuth  difference  I  amplitude  of  sampling
point 1 and sampling point 2 obtained from the  th sam-
pling,  respectively.  The  channel  noise    is  a  Gaus-
sian random process with mean 0 and variance  , and

  is  a  Gaussian  random  process  with  mean  0  and
variance  .    denotes  the  signal  amplitude  of  tar-
get   at the  th sampling point. In the narrowband mode,
all  scattering  points  of  the  target  are  located  in  a  radar
range cell, and   follows the Rayleigh distribution with
parameter  . Under the assumption that phase   fol-
lows  a  uniform  distribution,    is  a  Gaus-
sian  random  variable  with  mean  0  and  variance    [8].
Given  that  the  variance  of  the  noise  can  be  easily
obtained, the variance   of the sum channel
and the difference channel can be assumed. On this basis,
the sampled values of each channel are the weighted sum
of  Gaussian  distributions  with  mean  0  and  follow  the
Gaussian distribution with mean 0.

M
2M

The  two  channels  I  and  Q  are  independent  of  each
other.  Consequently,  the  model  only  comprises  the  sum
difference channel I sampling of the two sampling points,
and the Q sampling can be regarded as the data collected
in another data collection period. Therefore,   data col-
lection  periods  indicate  that    groups  of  data  can  be
obtained.
Then, the observation vector is defined as

z( j) = [si1( j), si2( j),dhi1( j),dhi2( j),dvi1( j),dvi2( j)]T. (15)

zThe observation vector   only contains the amplitudes
of the I signal of the sum and difference channels, and the
amplitudes of  the Q signals  corresponding to each chan-
nel can be viewed as another independent observation.
With (15), the parameter vector to be estimated is

θ = [σ1,α1,ηh1,ηv1,σ2,α2,ηh2,ηv2, · · · ,σN ,αN ,ηhN ,ηvN]T.
(16){

η̂1, η̂2, · · · , η̂NT

}

|θ|−NT

z( j) θ

z( j)
R = E[zzT]

Additionally,  the  angle  estimation    of
the resolvable target has been completed under the condi-
tion  of  high  resolution.  Therefore,  the  actual  number  of
parameters  to  be  estimated  is  .  The  conditional
probability density function of   regarding   is a multi-
dimensional  Gaussian  PDF  with  mean    and  covari-
ance matrix  [30].
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R=
N∑

s=1

σ2
s



(1−αs)
2 (1−αs)αs (1−αs)

2ηhs (1−αs)αsηhs (1−αs)
2ηvs (1−αs)αsηvs

(1−αs)αs α2
s (1−αs)αsηhs α2

sηhs (1−αs)αsηvs α2
sηvs

(1−αs)
2ηhs (1−αs)αsηhs (1−αs)

2η2
hs (1−αs)αsη

2
hs (1−αs)

2ηhsηvs (1−αs)αsηhsηvs

(1−αs)αsηhs α
2
sηhs (1−αs)αsη

2
hs α2

sη
2
hs (1−αs)αsηhsηvs α

2
sηhsηvs

(1−αs)
2ηvs (1−αs)αsηvs (1−αs)

2ηhsηvs (1−αs)αsηhsηvs (1−αs)
2η2

vs (1−αs)αsη
2
vs

(1−αs)αsηvs α2
sηvs (1−αs)αsηhsηvs α

2
sηhsηvs (1−αs)αsη

2
vs α2

sη
2
vs


+

diag(σ2
Σnb
,σ2
Σnb
,σ2
∆nb
,σ2
∆nb
,σ2
∆nb
,σ2
∆nb

)
(17)

R{
η̂1, η̂2, · · · , η̂NT

}
M

The final covariance matrix   is obtained by substitut-
ing   into the above equation. Owing to the
independence  of    data,  the  likelihood  function  of  the
observation vector can be written as

L(θ) =
M∏
j=1

((|2πR|)−1/ 2 exp[−0.5z( j)T R−1 z( j)]). (18)

θThe  estimation  of  parameter    is  achieved  by
solving  the  constrained  maximum  likelihood  estima-
tion [7].

θ̂ = argmax
θ
{L(θ)} (19)

The constraint condition is


σ2

s ⩾ 0
0 ⩽ αs ⩽ 1
−1 ⩽ ηhs ⩽ 1
−1 ⩽ ηvs ⩽ 1

.

N = 1,2,3,4, · · · N > 1

NT

N NT

The number of  targets  is  estimated by the MDL crite-
rion [7]. In the calculation of MDL length, the PTE algo-
rithm should traverse possible target  numbers by assum-
ing  .  When  ,  under  each  of  the
assumptions,  an  MLE of  parameters  needs  to  be  solved,
which requires a large amount of computation. In the pro-
posed algorithm, there are   resolvable targets detected
in wideband mode. Hence, the traversal of   starts at 
instead of 1, contributing to the reduced computation.
The  workflow of  the  proposed  algorithm is  illustrated

in Fig. 3.
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Fig. 3    Flow chart of the proposed algorithm
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The pseudocode for the narrowband mode is shown in
Algorithm 2.

Algorithm 2　Narrowband mode

Angle
Function  EstimateInNarrowBandMode(ResolvableTar-
getNumble,  )

R R　invR:=inv( ); /*Find the inverse matrix of  */
j := 1　FOR   to MLowResolution{

　estKsum:=estKsum + zzT /}/*MLowResolution is the
　number of pulses used for estimation.*/

R estKsum　LL:=−ln(det( ))-trace(invR* );/*Log-Likeli-
hood function of the observation vector.*/

NT　 :=ResolvableTargetNumber/*Minimum target num-
ber.*/

NT　k:= ;
　WHILE TRUE {

Angle　　Substitute   to LL
θ　　 (k):=MLE(LL);/*Estimate parameters by MLE.*/

θ　　MDL(k)=CalculateMDL( ,k);
NT　　IF k−  >1 AND MDL(k)>MDL(k−1) THEN {

　　　BREAK;
　　k:=k+1:/}

θ　/} OUTPUT  (k−1);
The advantages of this idea are detailed as follows.
Firstly, it avoids the risk of model mismatch caused by

the  diversity  of  radar  bandwidths.  Secondly,  the  pro-
posed  algorithm  detects  the  resolvable  target  sampling
point  in  wideband  mode,  estimates  part  of  the  target
parameters,  and  utilizes  the  estimates  as  prior  informa-
tion in the MLE. In this way, the advantage of high reso-
lution  can  be  used  to  improve  the  estimation  perfor-
mance of the algorithm for the unresolved target. Thirdly,
the  MLE  is  only  solved  under  the  narrowband  mode  to
considerably reduce the computation.
For  applications,  the  signal  required  by  the  wide-nar-

rowband  joint  processing  can  be  easily  obtained.  Ordi-
nary  wideband  radar  can  change  the  signal  bandwidth,
while synthetic wideband radar can employ the wide-nar-
rowband  joint  processing  without  changing  the  band-
width of the transmitted signal because its sub-pulses are
in narrowband.

 3. Experiment and analysis
The MRSP-E algorithm [8]  is  the  latest  algorithm appli-
cable  to  the  same  scenario  as  the  proposed  algorithm.
Thus, it is used as the benchmark in the simulation expe-
riment.  Additionally,  as  the PTE algorithm [7] is  similar
to the proposed algorithm in narrowband mode, it is also
compared  with  the  proposed  algorithm to  more  compre-
hensively  analyze  the  characteristics  of  the  proposed
algorithm.

 3.1    Experiment  1:  comparison  of  estimation  accu-
racy and computation amount

In  this  experiment,  the  proposed  algorithm  is  compared
with the MRSP-E algorithm and the PTE estimation algo-
rithm. The experimental scenarios and parameters are set
as follows.

 3.1.1    Scenario setting

(i)  In  the  scenario,  a  monopulse  radar  working  at
10 GHz has a signal bandwidth of 30 MHz with a range
resolution of 5 m under wideband mode, as well as a sig-
nal bandwidth of 10 MHz with a range resolution of 15 m
under narrow band mode.
(ii) There are two targets, where Target 1 contains two

scattering  points,  and  Target  2  contains  one  scattering
point.  The  two  targets  are  located  within  the  3  dB
beam  of  the  radar.  Specifically,  they  are  unresolved  in
azimuth.

l
s (αsl,ηhsl) αsl ∈ [0,1]

ηhsl ∈ [−1,1]
σΣ

σ∆ σ2
sl

(iii) The layout of scattering points in range dimension
in the wideband mode is illustrated in Fig. 4. One of the
scattering points of Target 1 is located in the same range
cell  as  Target  2,  and  the  two  scattering  points  are  unre-
solved. Then, the parameter to be estimated for the   scat-
tering points of the Target   is  , where 
represents  the  distance  from  the  scattering  points  to  the
starting  sampling  point  of  the  range  cell  and  normalized
by  the  length  of  the  range  cell.  The  azimuth  is  norma-
lized  by  the  beam  of  3  dB,  .  In  the  simula-
tion, the variance of the sum channel noise   and differ-
ence channel noise   are both set to 1. Thus,   is consi-
dered the SNR of the echo of these scattering points. The
true values of the two scattering points parameters of Tar-
get 1 are (0.4,−0.1) and (0.8,−0.1). The true values of the
scattering point parameters of Target 2 are (0.3,0.7).
 
 

1 2 3

: Scattering point

of Target 2.

Sampling points of range profile

: Scattering point

of Target 1;

Fig. 4    Scattering point layout of two targets in wideband mode
 

s (αs,ηhs) αs ∈ [0,1]
ηhs ∈ [−1,1] σΣnb

σ∆nb

(iv) In the narrowband mode, the parameter to be esti-
mated  for  target    is  ,  where    and

. The variance of sum channel noise   and
difference  channel  noise   are  both  set  to  1.  The  true
value of  the Target  1 parameters  is  (0.55,  −0.1),  and the
true value of the Target  2 parameters is  (0.325,0.7).  The
two targets are located in the main beam in azimuth and
one  range  cell  in  range,  suggesting  that  they  are  unre-
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solved targets.
(v) All programs run on the same computer configured

with Intel Core i7-4790K@4.00 GHz, 8 GB RAM.

 3.1.2    Simulation results

(αsl,ηhsl)

Nd = 33
σsl = 10

(αs,ηhs)
Nd = 33 σs = 10

(αs,ηhs) Nd = 33
σs = 10

The  MRSP-E  algorithm  is  adopted  to  estimate 
of  each  scatter  point  under  wideband  mode.  Regarding
this algorithm, one estimation is completed using 33 inde-
pendent pulses ( ). The echo amplitude variance of
each  scattering  point  is  set  equal  and    (corre-
sponding  to  the  SNR  of  20  dB).  The  PTE  algorithm  is
adopted to estimate   of each target under the nar-
rowband  mode,  with  ,  .  The  proposed
algorithm  is  adopted  to  estimate  ,  with  ,

. The cost constant of the Bayesian detector is set
to 1, and the number of components of the GMM model
is 10. In addition, 1 000 Monte Carlo simulations are per-
formed for each of the three algorithms.

α1 = 0.55 ηh1= −0.1 α2 = 0.325 ηh2 = 0.7

α11 = 0.4 η1= −0.1 α12 = 0.8 α21 = 0.3 η2 = 0.7

The  estimation  results  of  the  proposed  algorithm  and
the PTE algorithm are depicted in Fig. 5. In Fig. 5, black
points  indicate  the  result  of  the  proposed  algorithm,  and
gray points represent  the result  of  the PTE point  estima-
tion algorithm; the true value of the target parameters are

,  ,  , and  . The esti-
mation results of the MRSP-E algorithm are exhibited in
Fig.  6.  The  true  value  of  scattering  point  parameters  are

,  ,  ,  , and  .
  

0.25
−0.3
−0.1
0.1
0.3
0.5

0.7

0.9

0.30 0.35
Location estimate in range cell α

A
n
g
le

 e
st

im
at

io
n
 η

0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65

Fig. 5    Estimation results of two algorithms
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Fig. 6    Estimation results of MRSP-E algorithm
 

η1

η1

Fig. 5 reveals that the dispersion degree of the estima-
tion  result  of  Target  1  by  the  proposed  algorithm  is
smaller  than  that  of  the  PTE  algorithm.  Particularly,  the
estimation of   by the proposed algorithm is more con-
centrated and closer  to  the true value.  This  is  in  that  the
proposed  algorithm estimates   by  using  the  resolvable

target  sampling  points  under  wideband  modes,  and  the
estimation  performance  of  the  proposed  algorithm  on
other  parameters  is  slightly improved by substituting the
estimation  into  the  solution  of  MLE.  The  root  mean
square  errors  (RMSEs)  of  the  results  of  the  proposed
algorithm  and  the  PTE  algorithm  are  listed  in  Table  1.
The RMSE of  the  proposed algorithm for  the  estimation
of four parameters is less than or equal to that of the PTE
algorithm. The RMSE of MRSP-E estimation results rela-
tive  to  the  true  value  are  provided  in Table  2.  It  can  be
observed that the RMSE results are greater than those of
the proposed algorithm.
  
Table  1      Comparison of  RMSEs between the  proposed algorithm
and PTE algorithm

Algorithm α1 ηh1 α2 ηh2

Proposed algorithm 0.010 3 0.012 2 0.010 3 0.037 2

PTE algorithm 0.010 3 0.040 3 0.012 9 0.037 4
  

Table 2    RMSE of MRSP-E algorithm results

Paremeter RMSE
α11 0.017 7
ηh11 0.020 3
α12 0.022 8
ηh12 0.020 3
α21 0.016 7
ηh21 0.039 1

 

η1

The  comparison  of  the  computation  time  of  the  three
algorithms after 1 000 times of Monte Carlo simulation is
presented  in  Fig.  7.  The  compute  time  of  the  proposed
algorithm  is  the  shortest  since  the  proposed  algorithm
estimates    from  the  resolvable  target  sampling  points
under  wideband  mode,  which  lessens  the  number  of
parameters  to be estimated in the MLE and significantly
reduces the computation.
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Fig. 7    Comparison of computation time of the three algorithms
 

 3.2    Experiment 2: factors affecting estimation accu-
racy and computation amount

σ Nd

This  experiment  analyzes  the  influence  of  target  echo
SNR   and pulse number   on the performance of the
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Nd

Nd Nd

proposed  algorithm  and  the  PTE  algorithm.  Let 
increase from 6 to 33 with a step value of 3 and performs 1 000
Monte  Carlo  simulations  for  each  step.  The  SNR of  the
scattering points  and the target  are set  to 20 dB, and the
other parameters are the same as in Experiment 1. When
the  number  of  targets  is  assumed to  be  equal  to  the  true
value of the number of targets, the RMSE of the estima-
tion results of the two algorithms are illuminated in Fig. 8
and Fig.  9.  As  revealed  in  the  figures,  the  RMSE of  the
two  algorithms  gradually  decreases  with  the  increase  of

 because more   brings more information. In Fig. 8,
the  two  algorithms  have  the  same  performance,  because
the  parameter α  estimated  in  wideband  mode  cannot  be
used  in  narrowband mode,  therefore,  the  two algorithms
have the same information.  In Fig.  9,  the RMSE of Tar-
get 1 angle estimate yielded by the proposed algorithm is
lower  compared  to  the  PTE  algorithm.  This  is  because
that  the  proposed  algorithm  has  estimated  the  Target  1
angle with high accuracy in wideband mode beforehand,
while  the  PTE  algorithm  cannot  estimate  parameters  in
wideband mode.
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ηFig.  9      RMSE  of  angel  parameter    estimation  of  the  two  algo-
rithms

Nd

The  comparison  of  the  operation  time  of  the  two
algorithms  is  illustrated  in  Fig.  10.  Under  all  ,  the
compute  time  of  the  proposed  algorithm  is  less  than
that of the PTE algorithm.
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NdFig. 10    Comparison of computation time v.s.   of the two algo-
rithms
 

Nd

The  SNR  is  set  to  increase  from  13  to  31  with  a
step  value  of  2,  and  1 000  Monte  Carlo  simulations
are  performed  for  each  step.    is  set  to  33,  and
the remaining parameters are the same as those in Experi-
ment  1.  The  RMSE of  angle  estimates  are  demonstrated
in Fig. 11. As SNR increases, the RMSE of the angle of
the  two  algorithms  decreases.  Moreover,  the  RMSE  of
Target  1  angle  estimate  yielded  by  the  proposed  algo-
rithm  is  lower  than  that  of  the  PTE  algorithm.  This  is
because  that  the  proposed  algorithm  has  estimated  the
Target  1  angle  with  high  accuracy  in  wideband  mode
beforehand,  while  the  PTE  algorithm  cannot  estimate
parameters in wideband mode. When SNR is higher than
28 dB, the two algorithms have the same performance.
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Fig.  11      Comparison  of  angel  estimation  RMSE  of  the  two  algo-
rithms
 
The comparison of the operation time of the two algo-

rithms is depicted in Fig. 12. As SNR increases, the com-
putation time of the two algorithms increases. Moreover,

1166 Journal of Systems Engineering and Electronics Vol. 34, No. 5, October 2023



the  computation  time  of  the  proposed  algorithm  is  less
than that of the PTE algorithm under each SNR.
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Fig. 12    Comparison of computation time v.s. SNR of the two algo-
rithms
 
To sum up, the proposed algorithm has a lower compu-

tation  amount  and  higher  estimation  accuracy  compared
with the PTE algorithm.

 3.3    Experiment  3:  comparison  in  an  electromag-
netic simulation scenario

The  unresolved  targets  by  electromagnetic  scattering  si-
mulation are simulated to test the performance of the pro-
posed algorithm in a more realistic scenario.

7◦

In this scenario, a monopulse radar working at 10 GHz
has a signal bandwidth of 100 MHz with a range resolu-
tion of 1.5 m under the wideband mode, as well as a sig-
nal bandwidth of 1 MHz with a range resolution of 150 m
under narrow band mode. The beamwidth of the radar is
. The radar is tracking a combination comprised of two

unresolved targets, as illustrated in Fig. 13.
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Fig. 13    Position of the ships
 

3◦

−2◦

7◦

Ship  A  and  Ship  B  are  60  m  and  30  m  long,  respec-
tively, and the radial distance relative to the radar is 20 km
and 20.03  km,  respectively.  In  other  words,  the  two tar-
gets partially overlap in the radial distance, and the over-
lapping part of the radar is unresolvable in the radial dis-
tance. Additionally, the azimuth angle of Ship A relative
to the radar is  , the azimuth angle of Ship B relative to
the radar is  , and the azimuth angle of the two targets
is about 0.7 times the width of the radar beam  , render-

ing the two targets unresolvable in azimuth.
The HRRP of Ship A, Ship B, and the combination of

the unresolved targets is displayed in Fig. 14, Fig. 15, and
Fig.  16,  respectively.  In  the  HRRP  figures,  the  ordinate
represents the relative amplitude and has no physical unit;
the  abscissa  is  the  serial  number  of  each  point  in  the
HRRP,  which  does  not  represent  target  absolute  radial
distance, but has a linear relationship with the radial dis-
tance, that is, for 1 MHz HRRP, the radial distance diffe-
rence  between  two  adjacent  points  is  150  m,  while  for
100  MHz  HRRP,  the  radial  distance  difference  between
two adjacent points is 1.5 m.
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Fig. 14    HRRP Ship A model and its HRRP

 
 

(a) 3D model of the target
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Fig. 15    HRRP Ship B model and its HRRP
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Fig. 16    HRRP in the sum channel of the unresolved targets combi-
nation in 1 MHz and 100 MHz bandwidths
 

The  fluctuation  of  echoes  in  wideband  mode  and
narrowband mode follows bimodal distribution and Ray-
leigh distribution, respectively. In addition, 1 000 HRRPs
of  the  unresolved  targets  combination  are  generated  as
test data.

[−3.5◦,3.5◦
]

[−1,1]
ηA = 3/3.5 = 0.86 ηB=−(2/3.5) =

−0.57

Since the target HRRP contains much more than three
sampling  points  in  wideband  mode,  the  computation  of
the  MRSP-E  algorithm  increases  exponentially  and  can-
not be calculated by a computer. Therefore, the proposed
method  and  the  PTE  algorithm  are  compared  regarding
the performance in this experiment. According to the sce-
nario  settings,  if  the  main  beam  range    is
mapped to  , the true azimuth values of A and B can
be  expressed  as    and 

, respectively. Then, the estimation accuracy of the
two  algorithms  will  be  evaluated  with  this  value  as  the
true value.

Nd = 33The  pulse  number  parameter  is  set  to    for  the
two algorithms, and the other parameters are the same as
in Experiment 1.
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The  proposed  algorithm  firstly  detects  the  samp-
ling  points  of  the  resolved  parts  by  test  statistics    and
,  which  are  calculated  by  ,  ,  and  .  The    of

HRRP is presented in Fig. 17. It can be suggested that 
of the sampling points of the resolved parts (points 24 to
40 and 60 to 64) is low, while   of the sampling points
of  the  unresolved  parts  (points  41  to  59)  and  noise  is
high.
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α1 = 0.43 ηh1= −0.57 α2 = 0.23 ηh2 = 0.86

Afterwards,  the  sampling  points  of  the  resolved  parts
are detected, and points 24 to 40 and 60 to 64 are divided
into  two  clusters.  The  azimuths  of  the  two  targets  are
measured by a common monopulse algorithm [31].  Sub-
sequently, the azimuths are employed as the start point of
MLE  search  in  narrowband.  In  some  HRRPs,  sampling
points  of  unresolved  parts  are  detected,  resulting  in  the
relatively lower accuracy of azimuth measurement in the
corresponding  HRRP.  The  measured  azimuths  are  then
used as the start search point parameters of MLE in nar-
rowband.  However,  the  PTE  algorithm,  which  runs  on
narrowband data, has no a priori information. Hence, the
start  search point  parameters of  MLE are set  to 0 s.  The
azimuth  estimation  of  the  two  algorithms  is  depicted  in
Fig. 18. In Fig. 18, black points are the result of the pro-
posed algorithm, and gray points are the result of the PTE
algorithm;  the  true  values  of  the  target  parameters  are

,  ,  , and  .
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Fig. 18    Estimation results of two algorithms
 
The  RMSE  of  the  two  algorithm’s  azimuth  estimates

are listed in Table 3.
 
 

Table  3      Comparison  of  azimuth  estimation  RMSEs  of  the  pro-
posed algorithm and PTE algorithm with the true value being 0.86
and −0.57

Algorithm RMSE

The proposed algorithm 0.023 6

PTE algorithm 0.049 0
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As shown in Fig.18 and Table 3, the RMSE of the pro-
posed  algorithm  estimates  is  smaller  since  the  proposed
algorithm  detects  the  resolvable  parts  under  wideband
modes,  measures  the  angle  of  the  two targets  with  these
parts,  and  adopts  the  measurements  for  MLE under  nar-
rowband.

 4. Conclusions
In this paper,  a parameter estimation algorithm for unre-
solved  targets  is  proposed  based  on  wideband  and  nar-
rowband  joint  processing.  The  simulation  experiments
verifies  the  effectiveness  of  the  proposed  algorithm.
Compared with the MRSP-E algorithm and point estima-
tion algorithm, the proposed algorithm has a lower com-
putational cost and higher estimation accuracy.
Additionally,  the  proposed  algorithm  avoids  model

mismatch  in  wideband  modes.  It  is  more  suitable  for
wideband  radar  with  various  kinds  of  resolution  com-
pared with the existing algorithms.
Finally,  the  proposed  algorithm,  though  designed  for

wideband  radar,  is  also  applicable  to  other  radars  with
high-resolution  capability  in  time,  frequency,  polariza-
tion, and other domains.
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